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BIERKNES, V., Vorlesungen @ber hydrodynamische Fernkriifte nach C. A.
Bjerknes’ Theorie. Zwei Biinde. 1900—1902. & M. 10.—, geb. M. 11.50
I. Band. XVI], 838 Seiten mit 40 Abbildungen. 1900.

II. Band. XVI 816 Beiten mit 60 Abbildungen. 1902,

Die hydrodyna.m.hchen Untersuchungen von Prof. C. A. Bjerknes in Christiania,
durch welche besonders eine sehr umfassende Analogie von hydrodynamischen Erschei-
nungen zu elektrischen und tischen hervorgetreten ist, sind bis jetzt wenig bekannt

noch weniger publiziert worden. IMe von C. A. Bjerknes’ eig Hand vorli
den, meistens nur in norwegischer Sprache geschriebenon theoretischen Abhandlungen go-
hdren alle nur dem friihesten Entwickelungsstadium dieser Untersuchungen an.

Als sein Sohn und vlel;ihrlger Mitarbeiter hat der Verfusser ea nun ibernommen,
die wichtigsten Resultate im Z h zu bearbeiten. Der erste Band ist durch
die weitere Aurarbeitung von Vorlesungen eniatanden, welche der Verfasser an der Hoch-
schule zn Stockholm gehalten hat.

Der zweite Band beschreibt die Experimente, durch welche die im ersten Band
entwickelten theoretischen Resultate bestitigt worden sind.

HRISTIANSEN-MULLER, Elemente der theoretischen Physik, von Prof. C. Chri-
stiansen in Kopenhagen, deutsch herausgegeben von Dr. Johannes
Miiller in Bremen. Zweite, verbesserte und erweciterte Auflage. VIII,
532 Seiten mit 160 Figuren. 1903, M. 10.—, geb. M. 11.—

Es wird in den beteiligten Kreisen mit Freude begriift werden, dall von dem vor-
trefflichen Buche eine neue Auflage errcheint. Da dieselbe erweitert und bedeutend ver-

bessert ist, wird sle noch groBere Verbreitung finden als die erste Auflage. Die jungen
Physiker und Mathematiker werden durch das Buch bei ihren &tudien wesentlich gefordert.

LAUSIUS, R., Die Potentialfunktion und das Potential. Ein Beitrag zur mathe-
matischen Physik, 4. vermehrte Auflage. 8°. [178 Seiten.] 1885. M. 4.—

ISCHER, VIKTOR, Vektordifferentiation und Vektorintegration. 8° [VIII, 79 S.
mit 20 Figuren.] 1904. M. 4.—
Diese Arbeit ist dadurch entstanden, daB der Autor versuchte, sich fur einige
Operationen der Differential- und lntegralrechnung in der Vektoranalysis ein geometrisches
Bild zu verschaffen. Dabei wurde er zuniichst auf die Untersuchung des Ditterential-
quotienten eines Vektors nach einem anderen Vektor gefihrt. Aus dieser ergab sich eine
allgemeinere Auffassung des Differentialquotienten. Die erhaltenen Ausdriicke licBen sich
auch durch einfache geometrische Konstruktionen bestimmen und erhielten bei der An-
wendung auf physikalische Beispiele eine klare Bedeutung.

RUNBERG, V., Hypothese zur Thermodynamik. Versuch einer leicht faglichen
Darstellung einiger Prinzipe der Molekulartheorie mit Zugrundelegung
der Keplerschen Gesetze fiir die Planetenbewegung. VI, 73 Seiten mit

10 Fig. und 7 Tab. 1903. M. 3.—
RUNBERG, V., Zur Theorie der mikroskopischen Bilderzeugung. 90 Seiten.
1903. M. 3.—, geb. M. 4.—

andwdrterbuch der Astronomie. Unter Mitwirkung von Prof. Dr. E. Becker-
Strafburg, Prof. Dr. E. Gerland-Klausthal, Dr. N. Herz-Wien, Dr. H.
Kobold -Stragburg, Dr. N. v. Konkoly-Budapest, Prof. Dr. C. F. W,
Peters (1), Dr. E. v. Rebeur-Paschwitz (1), Dr. Fr. Ristenpart-Kiel, Prof.
Dr. W. Schur-Gittingen, Prof. Dr. H. Seeliger-Miinchen, Prof. Dr. W,
Wislicenus - Straburg, Dr. A. Zelbr (1) herausgegeben von Prof. Dr. W.
Valentiner in Heidelberg. Lex. 8% Vier Biinde in 5 Toilen. [Mit 489 Ab-
bildungen und 11 Tafeln.] 1896—1902. Kpl. M. 100.—; geb. M. 112.—,
Jeder Teil kostet gebunden M. 2.40 mehr.

ERTZ, H., Gesammelte Werke. Band I. Schriften vermischten Inhalts.
Etwa 380 Seiten mit vielen Fig., 1 Tafel. Einleitung von Ph. Lenard

u. Portriit des Verf. 1895. Preis M. 12.—. Band II. Untersuchungen iib.
die Ausbreitung der elektr. Kraft. VIII, 296 8. m. 40 Fig. 2. Aufl. 1895.

M. 6.—. Band III. Die Prinzipien der Mechanik in neuem Zusammen-
hange dargestellt. Mit einem Vorwort von H. v. Helmholtz. XXIX.
812 8. 1894. M. 12.—, In Halbfranz gebunden jeder Band M. 1.50 mehr.
Das Lobenswerk des friih dahingegangenen Gelehrten liegt in den vorstehenden

drei Binden abgeschlossen vor. Je mebr man sich in die geistvollen und klaren Dar-

stellungen versenkt, um so mehr bedauert man, daB der Tod seinem Wirken ein so kurzes
Zjel gesteckt hat.
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I. Die Lagrangeschen Gleichungen.

§ 1. Integration der Relation, welche das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen fiir einen Zeitmoment ausdriickt,
nach der Zeit.

Der Ausgangspunkt der nun folgenden Betrachtungen ist

- das im @ 35 des L Teiles durch die Relation 98) aus-
gedriickte, mit dem d’Alembertschen vereinigte Prinzip
der virtuellen Verschiebungen.

Bs sei ganz wie in § 34 des L Teiles ein beliebiges
System materieller Punkte mit beliebigen inneren und
auBeren Kriften gegeben, welches noch beliebigen Be-
dingungen unterworfen sein kann.

Die Kriifte, die von den Vorrichtungen ausgehen, durch
welche das System gezwungen wird, die erwihnten Be-
dingungen zu erfilllen, nennen wir die impliziten Krifte,
sei es, daB diese Krifte von #uBeren Vorrichtungen oder
von starren oder einseitigen Verbindungen der materiellen
Punkte untereinander ausgehen; alle iibrigen Krifte nennen
wir explizite. Bei den impliziten Kriften ist im ersteren
Falle das Vorzeichen dadurch bestimmt, daB immer die von
der Vorrichtung auf das System ausgeiibten Krifte die im-
pliziten heiBen, im letzteren Falle wird ihr Vorzeichen so
bestimmt, wie es bei expliziten inneren Kriften schon im
L Peile geschah. _

Die Massen, Kraftkomponenten und Koordinaten sowie
die Differentiale und Variationen der letzteren aber sollen
wie in § 71 des I. Teiles bezeichnet werden.

Wir nennen jede Bewegung des Systems, welche unter
dem Einflusse der angenommenen Krifte ohne Verletzung der

Boltzmann, Mechanik II. 1



2 1. §1. Integration der Variationen. - [Gl. 1-3.

gegebenen Bedingungen wirklich stattfinden kann, eine natiir-
liche Bewegung. Irgend eine solche heben wir ein fiir allemal
hervor und nennen sie die unvariierte Bewegung desselben.

Dann sei also xz, der Wert irgend einer (der k-ten)
Koordinate zu irgend einer Zeit ¢ bei dieser Bewegung;
z; und «iy set die betreffende Geschwindigkeits- bez. Be-
schleunigungskomponente, my, _, = my, _, = m,, die Masse
des k-ten materiellen Punktes, X;, ,, X;,_,, X, seien die
nach den Koordinatenrichtungen geschitzten Komponenten
der auf diesen Punkt wirkenden gesamten expliziten Kraft.

Wenn wir im ganzen » materielle Punkte haben, so
sind dem % alle mdglichen ganzen Zahlenwerte von 1 bis 8%
zu erteilen.

Wir bezeichnen ferner wie im I. Teile § 38 das System
als holonom, wenn sich simtliche Bedingungsgleichungen
auf ebenso viele Gleichungen von der Form
1) Apw,z, ... 75,58 =0
reduzieren lassen. Ist dies nicht der Fall, so heiBt das
System ein nicht holonomes. Jede Bedingung, die sich
durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor auf
die Form 1) bringen 148t, nennen wir eine holonome, jede
andere eine nicht holonome. Jedenfalls kann die /-te Be-
dingungsgleichung in der Form geschrieben werden:

3n
2) %t + DiEPde =0.

Siehe I. Teil § 83 Gleichungen 77) und 78).

Ist ¢ die Gesamtanzahl der Bedingungsgleichungen
und lassen sich daraus nicht mehr als z, Gleichungen von
der Form 1) ableiten, wobei dann noch z — 7, nicht holo-
nome Bedingungsgleichungen iibrighleiben, so bezeichnen
wir die Zahl z — 7, als den Grad der Nichtholonomitit des

Systems. Unter der Form 2) ist natiirlich auch die Glei-
chung 1) enthalten, wenn £§® = ‘;—"t’, &Y= z—: ist.

o0 . 'k

Ubrigens besagt eine Gleichung von der Form 1) nicht

ganz dasselbe wie eine Integralgleichung von der Form
3) @@, Ty ... %, =0, .






4 L §1. Imtegration der Variationen [GL5. 6.

zeichen dann eime abeolut diskontinwierliche Funktion der
Zeit ist.

Unter allen mdglichen Annahmen fiir die Werte der
Variationen der Koordinaten wird es zwar verhiltnismiBig
wenige, aber doch moch immer unendlich viele geben, bei
denen sich die 3z, zwar auch noch in ganz willkirlicher,
aber in kontinmierlicher Weise mit der Zeit andern. Wir
kdnnen z. B.

5) EEAC

setzen’), wobei ¢ eine unendlich kleine, fir alle Koordinaten
und zu allen Zeiten konstante GrdBe und f,(f) eine endliche
kontinuierliche Funktion der Zeit ist.

Dieselbe kann far jeden Wert des k, d. h. fir jede
Koordinate ganz willkiirlich gewihlt werden, nur miissen
alle diese Funktionen £, (f) so gewahlt werden, daB die durch
sie dargestellten Verschiebungen zu jeder Zeit virtuelle, d. h.
mit den Bedingungen vertraglich sind, denen das System
gerade zur betreffenden Zeit ¢ unterworfen ist. Ist also 2)
die Gleichung, welche die betreffende Bedingung ausdriickt,
so miissen die dz, der Gleichung

3n
6) Zr’: 93z, =0

I 4
gentigen (verglL I. Teil, § 34, Gleichung 88).2) In dem jetzt
betrachteten speziellen Falle, daB die dz, kontinuierliche

') Die analoge Substitution fiir § 2} geht bei dem Prinzip des
kleinsten Zwanges absolut nicht an, denn bei diesem muB ja fiir jeden
Wert des k und zu allen Zeiten 8z, = §2,” = 0 sein (vergl. die Glei-
chung 167) des I Teiles) Wiirde man also analog mit Gleichung 5)
jotet withrend einer endlichen Zeit setzen dz; = &.f; (¢), so kinnte
da, und 32/ hichstens fir einzelne Momente, niemals aber fiir jeden
Moment dieser Zeit gleich Null oder unendlich klein héherer Ordnung
als o sein. Wir haben uns also jetzt auf das Prinzip der virtuellen.
Verschiebungen zu beschréinken.

") Wir werden spiter einmal auch so variieren, da wir irgend
einem zu irgend einer Zeit ¢ stattfindenden Zustande A4 der un-
variierten Bewegung einen Zustand B der variierten Bewegung korre-
spondieren lassen, welcher zu einer etwas spiteren Zeit ¢ + J ¢ bei
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Funktionen der Zeit, also durch Ausdriicke von der Form 5)
darstellbar sind, haben Integrale wie

8) féxkdt=effk(t)~dt

einen ganz bestimmten Sinn. Wir kdnnen also die ftr alle
Zeitmomente giiltige Gleichung 4) mit d¢ maultiplizieren und
tiber eine beliebige Zeit z. B. von ¢, bis i integrieren, wo-
durch wir erhalten:

t, 3n
9) !Z(m,‘ ca —Xk)az,‘dt=0.

Hierbei kann ¢, die Anfangszeit, ¢, das Ende der Bewegung
sein; es kann aber auch ¢, ein beliebiger, ¢, ein beliebiger
spiiterer Zeitmoment im Verlaufe der Bewegung sein. Bei
den in der Natur wirklich vorkommenden Bewegungen, z. B.
der der Gestirne, kann ja von einer Anfangs- oder Endzeit
der Bewegung fiberhaupt nicht die Rede sein. Es ist 2,
nur der Anfang, #, das Ende des gerade ins Auge gefaBten
Sttickes der Bewegung.

Die Variationen dx, der Koordinaten sollen in den
zundchst folgenden Paragraphen nun zudem immer der Be-
dingung unterworfen werden, daB sie sowohl fiir ¢ = ¢, als
auch fiir ¢ = ¢, samtlich verschwinden. Fiir Zeiten, welche
diesen beliebig benachbart sind, kdnnen sie dann schon
wieder von Null verschiedene Werte haben. Erst viel
spater (von § 31 angefangen) werden wir auch den Fall
betrachten, daB die Koordinatenvariationen an den Inte-
grationsgrenzen ebenfalls nicht verschwinden.

der variierten Bewegung eintritt, so daB dx die Verinderung be-
seichnet, welche irgend eine Koordinate # erfihrt, wenn man vom
dem der Zeit ¢ entsprechenden Zustand A der unvariierten Bewegung
zu dem der Zeit ¢ + ¢ entsprechenden Zustand B der variierten Be-
wegung fibergeht, also jetst A und B korrespondierende Zustinde
sind. Bei dieser noch allgemeineren Art der Variation, welche wir
aber im Texte vorliufig noch nicht anwenden, wiirden an Stelle der
Gleichungen 6) des Textes die Gleichungen treten:

3n
7 E(')6t+§k§§‘”6zk=o.
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§ 2. AusschlieBung der Ungleichungen. Umkehrung des im
vorigen Paragraphen entwickelten Satzes.

Wir haben uns hierbei auf die Falle beschrinkt, wo
in Relation 4) das Gleichheitszeichen gilt. Die Fille, wo
auch das Ungleichheitszeichen gelten kann, sind ohnedies
weit weniger wichtig. Sie treten ein, falls in den Be-
dingungsgleichungen ebenfalls Ungleichungen vorkommen.
Dann geschieht aber die Bewegung, solange die Vorrich-
tungen, welche die betreffenden Bedingungen erzeugen, in
Wirksamkeit bleiben, nicht anders, als ob in den Bedin-
gungen das Gleichheitszeichen gelten wiirde. Von dem Mo-
ment an aber, wo die materiellen Punkte in Positionen
gekommen sind, wo jene Vorrichtungen nicht mehr wirken,
geschieht die Bewegung sofort genau so, als ob die durch
diese Vorrichtungen bewirkten Bedingungen gar nicht gelten
wiirden. Es wird daher wieder die Gleichung 9) richtig
sein. In derselben sind jedoch die dz,, solange die betreffenden
Vorrichtungen wirksam sind, so zu wihlen, daB sie die be-
treffenden Bedingungen erfiillen, in denen aber das Gleich-
heitszeichen mit AusschluB aller Ungleichheitszeichen zu
setzen ist. Sobald dagegen gewisse Vorrichtungen zu wirken
aufgehdrt haben, kénnen die dz, ganz ohne Riicksicht auf
die durch die betreffenden Vorrichtungen bewirkten Be-
dingungen gew#hlt werden.

Die Zeitmomente, in denen jene Vorrichtungen gerade
zu wirken aufhéren oder anfangen, werden, singulire Fille
ausgenommen, ohnedies in das Integral der linken Seite der
Gleichung 9) nur einen Betrag liefern, welcher vernachlissigt
werden kann. Dieses Integral ist also in eine Summe
von Integralen zu zerlegen, in denen auBer ¢, und ¢ alle
diese Zeitmomente als Integrationsgrenzen vorkommen, so
daB kein solcher Zeitmoment innerhalb eines Integrations-
gebietes fillt.

Dadurch wird bewirkt, daB fiir jedes der Teilintegrale
fir alle innerhalb der Integrationsgrenzen liegenden Zeiten
die Gleichung 9) gilt; denn die Bewegung geschieht inner-
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diese Zusatzkrifte, sondern betrachten die variierte Be-
wegung vielmehr bloB als eine im Gedanken neben die un-
variierte, also neben die wirkliche hingestellte Bewegung.

Wir vergleichen gegenwirtig immer jeden beliebigen,
zu einer beliebigen Zeit ¢ stattfindenden Zustand der un-
variierten Bewegung mit demjenigen Zustande der variierten
Bewegung, welcher bei dieser zur gleichen Zeit ¢ gehort
und nennen die Zustinde, welche wir vergleichen, korre-
spondierende. Wir setzen vor eine beliebige GroBe das
Zeichen §, um den Zuwachs auszudriicken, welchen jene
GroBe erfihrt, wenn man von einem beliebigen Zustande
der unvariierten Bewegung zum korrespondierenden Zu-
stande der variierten iibergeht, wobei also bei unseren
gegenwirtigen Betrachtungen ¢ stets als konstant anzusehen
ist. Das Zeichen d dagegen driickt den Zuwachs aus,
welcher bei der unvariierten Bewegung eintritt, wenn ¢ um
dt wichst, wobei wieder von einer variierten Bewegung gar
nicht die Rede ist. '

Die Kraftkomponenten X,, Y,, Z, sowie die Kraft-
funktion V' (sobald eine solche existiert), und die in den
Bedingungsgleichungen auftretenden GroBen ¢ wund §
sollen fiir die variierte Bewegung dieselben Funktionen
der Koordinaten und eventuell von ¢ sein wie fir die un-
varilerte Bewegung. 0V, d¢ etc. stellen also die Zu-
wichse dar, welche diese GroBen dadurch erfahren, daB die
Koordinaten von den Werten z,, z, . . ., die ihnen zu irgend
einer Zeit ¢ bei der unvariierten Bewegung zukommen, zu
den Werten 2, + dz,, 2, + 0z, ... iibergehen, die sie im
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung haben.
Es ist also:

3n
10) 37 =DtV 54,
73
1
3n
11) Sp= DI s,
1

Die partiellen Ableitungen von ¥ 4 J ¥V nach den Ko-
ordinaten liefern matiirlich nur die Krifte, welche bei Fort-
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bestand der fiir die unvariierte Bewegung geltenden Kraft-
gesetze bei derjenigen Konfiguration der materiellen Punkte
wirksam wiren, die diesen bei der variierten Bewegung
zukommt, wihrend die Krifte, welche wir die Zusatzkriifte
genannt haben, eine neu hinzukommende oder auch gar
keine Kraftfunktion haben.

Da fiir die variierte Bewegung zu jeder beliebigen Zeit ¢
der erste materielle Punkt die Abszisse

@ + 0z =2z +¢fi ()
hat, so ist bei der variierten Bewegung dessen Geschwindig-
keitskomponente in der Abszissenrichtung zur Zeit ¢ gleich:
12) Lo +0z) =30 4 805
Unserer Ubereinkunft gemaB bezeichnen wir ganz all-
gemein den Zuwachs, den eine beliebige GroBe beim Uber-
gang von einem Zustande der unvariierten zum korre-
spondierenden Zustande der variierten Bewegung erfihrt,
durch ein vorgesetztes 0. Da wir die z-Komponente der
Geschwindigkeit des ersten materiellen Punktes fiir die un-
variierte Bewegung mit «," bezeichnet haben, so ist also der
Zuwachs, welchen diese z-Komponente erhilt, wenn man
von einem Zustande der unvariierten zum korrespondierenden
Zustande der variierten Bewegung fibergeht, mit dz,” zu
bezeichnen. Daher ist nach Formel 12):
, _dlx
oz = y tl .

Ebenso erhilt man allgemein

13) sz = 205,

Ferner ist zur Zeit ¢ die lebendige Kraft des ganzen Systems:
3n

14) T=3 Shmal.
2

Der Zuwachs, den diese GroBe beim Ubergange von einem
Zustande der unvariierten zum korrespondierenden Zustande
der variierten Bewegung erfihrt, ist also:
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8n
15) 3T=2tm*x;3:c;,.

1
Wir kénnen nun in der Gleichung 9) jedes Glied der
Summe einzeln nach ¢ integrieren und sie in der Form
schrelben

16) mek - axkdt—fZlX dz,dt = 0.

Jedes emzelne Glied der ersten Summe hat die Form:

d? o,
f "dt’k o, dt.

Integrieren wir pa.rtlell nach ¢, so geht es iiber in:

4
lmk d@g 311“[ _fm dﬁ; dt’ﬁk dt
th

kdt dt

Das erste Glied dieses Ausdrucks verschwindet, da wir
vorausgesetzt haben, daB sowohl fir ¢=1¢, als auch fir
t = ¢, simtliche dz, verschwinden. Das zweite aber redu-
ziert sich bei Einfithrung der obigen Bezeichnung auf:

4
fm,‘xiaa;;dt.

t
Nehmen wir dieselbe Transformation mit allen Gliedern der
ersten Summe der Gleichung 16) vor und fassen dann wieder
alle zusammen, so finden wir, daB sich diese Summe auf

4
- f 0 Tdt reduziert. Wir konnen daher die Gleichung 16)

fo
auch in der Form schreiben

t Sn
17) f(b‘T+ Z‘Xké‘mk)dt=0
to 1
welche Relation man aus einem spiter zu erliuternden
Grunde als das Prinzip der stationdren Wirkung in seiner
allgemeinsten Form zu bezeichnen pflegt. Nicht zutreffend
ist es, sie das Hamiltonsche Prinzip zu nennen, von dem

sie, wie wir sehen werden, nur ein spezieller Fall ist.
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8a
Der Ausdruck >»rX dz, der Formel 17) stellt die

1
Arbeit dar, welche gegen die expliziten Kriifte geleistet wird,
gobald das System aus der wirklichen Lage, die es zur
Zeit ¢ hat, in die korrespondierende, d. h. derselben Zeit
entsprechende variierte Lage gebracht wird (vergl. I. Teil,
§§ 16 und 26). Wenn eine Kraftfunktion V existiert, welche
fibrigens auch noch die Zeit explizit enthalten kann, so ist
X,=— 8V|0x,, daher nach Gleichung 10)

3n
18) X 0z, =— 0V,

217 k0%
wobei — 97 die gesamte Verinderung der Funktion ¥ beim
Ubergang von der wirklichen zur variierten Bewegung unter
Konstanthaltung der Zeit ¢ ist. Existiert keine Kraftfunktion,
oder sind die Krifte iberhaupt nicht bloB als Funktionen
der Zeit und der Koordinaten gegeben, so wollen wir noch
immer symbolisch

3n
19) tX, 08, =— 0V

R os,
setzen, wobei der beigefiigte Strich ausdriickt, daB die Summe
kein vollstiindiger Differentialausdruck ist. Wenn wir nicht
wissen, ob diese Summe ein vollstandiger Differential-
ausdruck ist oder nicht, so wollen wir dies durch zwei dem o
beigefiigte Striche andeuten, so daB wir ganz allgemein die
@leichung 17) in der Form schreiben:

4
2) fdt(ar_a"V)-_-o,
L)
wobei stets
Sn
2 FV=— DX, g,
2%

ist, und es sind beide Striche wegzulassen, wenn man sicher
Wi, daB eine Kraftfunktion existiert; weif man dagegen
ticher, daB keine existiert oder die Krifte iberhaupt nicht
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als Funktionen der Koordinaten und der Zeit gegeben sind,
8o ist ein Strich zu setzen.

§ 4. Begriff der verallgemeinerten Koordinaten.

Die im vorigen Paragraphen entwickelte allgemeinste
Form des Prinzipes der stationiren Wirkung erweist sich
als besonders niitzlich bei der Koordinatentransformation.
Wir haben bisher die Position jedes Massenpunktes des
Systems durch dessen rechtwinklige Koordinaten bestimmt.
Sehr oft empfiehlt es sich, irgend welche andere Variabeln
einzufithren, welche ebenfalls dazu tauglich sind, die Position
jedes Punktes des Systems zu jeder Zeit zu definieren. Man
kann z. B. die Position jedes Punktes durch Polar- oder
Semipolar- oder elliptische oder noch andere Koordinaten
bestimmen. Wenn zwischen den Koordinaten der verschie-
denen materiellen Punkte des Systems Gleichungen bestehen,
so genfigen oft wenige Variable zur Bestimmung der Lage
simtlicher materieller Punkte des Systems. So kann, wie
wir im I Teile ersahen, die Position eines vollkommen freien
starren Korpers im Raume durch sechs Variable bestimmt
werden. Zur Bestimmung der Lage eines um eine feste
Achse drehbaren starren Korpers reicht sogar eine einzige
Variable hin. )

‘Wenn zwischen den 8% rechtwinkligen Koordinaten der
n Punkte eines materiellen Systems z Gleichungen bestehen,
80 sind noch 3z — ¢ =4 Koordinaten willkiirlich; man sagt,
das System hat ¢ Freiheiten. Die Zahl der unabhingigen
Variabeln, welche zur Bestimmung der Lage aller seiner
Teile erforderlich ist, ist dann gleich der Zahl der Frei-
heiten 4; es konnen aber auch mehr (s) Variable verwendet
werden., Im letzteren Falle sind dieselben jedoch nicht
voneinander unabhingig, sondern es werden zwischen den-
selben ¢ = s — ¢ Gleichungen bestehen und man kann sagen,
daB durch Einfithrung der neuen Variable von den Be-
dingungsgleichungen ¢ — (s — %) = 3% — s eliminiert wurden,
da frither 7, jetzt nur mehr ¢ = s — ¢ Bedingungsgleichungen
vorhanden sind.

Diese Elimination von Bedingungsgleichungen wird
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hinfig folgendermaBen bewerkstelligt. Man driickt die 8n
rechtwinkligen Koordinaten durch 37 neue Variabeln aus
und wahlt letztere so, daB einige derselben vermdge der
Bedingungsgleichungen fiir alle Zeiten konstant bleiben,
daher nicht den Charakter von Koordinaten, sondern von
reinen Konstanten der Aufgabe haben, wihrend nur die
anderen als verdnderliche Koordinaten iibrig bleiben. Wenn
z B. ein materieller Punkt gezwungen ist, sich auf einer
Kugelfliche zu bewegen, so driickt man zuerst seine recht-
vinkligen Koordinaten durch gewéhnliche Polarkoordinaten
aus, deren Ursprung der Mittelpunkt jener Kugelfliche ist.
Eine der Polarkoordinaten, nimlich die Entfernung vom
Kugelzentrum, ist dann konstant und es bleiben nur die
beiden Polarwinkel als verinderliche Koordinaten iibrig.

Es sei nun ein beliebiges System von » materiellen
Punkten gegeben; die rechtwinkligen Koordinaten derselben
sollen wieder mit @, z, . . . z,, bezeichnet werden, und auch
alle iibrigen bisherigen Bezeichnungen sollen beibehalten
werden. Ferner seien p, p, ...p, irgend welche andere
Variable, durch deren Werte ebenfalls die Position simt-
licher materieller Punkte des Systems bestimmt ist. Wir
wollen die p die verallgemeinerten Koordinaten des Systems
oder kiirzer die Parameter nennen. Nach dem Gesagten
muB s gleich oder groBer als die Anzahl ¢ der Freiheiten
des Systems sein und bestehen im letzteren Falle s — ¢
Gleichungen zwischen den p.

Durch die Werte der p soll die Lage, d. h. es sollen
die rechtwinkligen Koordinaten z, , . . . z,, sémtlicher ma-
terieller Punkte des Systems bestimmt sein. Die letzteren
GroBen sind daher Funktionen der ersteren, was man in
folgender Form schreibt:

&2 =F1 (pupz"'}’,;t)
22) z, =F, (003 Dpp )

$3”= FSn(pl’pz M ‘pc’ t)'l)

1) Sobald die rechtwinkligen Koordinaten mit den generalisierten
durch ein Gleichungssystem von der Form 22) verbunden sind, be-
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Zustand der unvariierten mit dem der gleichen Zeit ¢ ent-
sprechenden Zustande der variierten Bewegung zu ver-
gleichen. Infolgedessen muB bei Bildung von dz, die Zeit ¢
als unveriinderlich angesehen werden, wogegen man fiir den
wihrend der Zeit d¢ bei der unvariierten Bewegung ein-
tretenden Zuwachs von z, die Formel erhilt:

27) . 33. dt+232. dpho

Die Koeffizienten der dp in Formel 26) sind die partiellen
Ableitungen der Funktionen F nach den p, also selbst wieder
Funktionen der p und eventuell der Zeit. Wenn man von
bestimmten Werten der z und p ausgeht, so sind bis zu
den .singuldren Stellen die 0z eindeutig durch die dp be-
stimmt und umgekehrt, da nirgends auBer in den Ver-
zweigungspunkten ein zu gewissen p gehdriges Wertsystem
der z kontinuierlich in ein anderes oder umgekehrt tiber-
gehen kann. .

Substituiert man die Werte 26) in den Ausdruck 21)
fiir die bei der fingierten Verschiebung B geleistete Arbeit
des Systems, so nimmt dieser die Form an

. 8n ]
28) L =8V = X, 0z, = DnP,dp,,
wobei
3a
— 'az& pr—
29) P»—Z"‘kap. h=1,2...8

ist. Durch Einfithrung dieser GréBen erhiilt man aus leei-
<hung 17) oder 20):
h

30) f (3T+
t

Die Richtigkeit der Gleichung 17) wurde fir beliebige

virtuelle Verschiebungen bewiesen, welche jedoch sowohl fiir

¢ =1t, als auch fir ¢ =¢ verschwinden missen. Ks gilt also

die Gleichung 30) ebenfalls fiir beliebige mit den Bedingungs-

gleichungen vertriigliche dp,, sobald diese simtlich fir jede
2‘

hPhd'ph)dt =0.
1
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iibrigen p’, aller p und der Zeit, wenn letztere explizit in
0, /0y, enthalten ist, gebildete) ist
- o 0Ty 69:.

34) T T
also gleich dem aus 22) gebildeten partiellen Differential-
quotienten des entsprechenden z nach dem entsprechenden p.

In den rechtwinkligen Koordinaten ausgedriickt ist die
lebendige Kraft durch Formel 14) gegeben. Substituiert
man fir die z' die Werte 33), so folgt 7 als ganze Funktion
zweiten Grades der p’. Wir wollen setzen

»T = '}Z:;‘Z‘ahkplhp/k + Zﬂhplh +7

=40, 0\ +Faup,? . e+
+ 8,0, + B8Py -+ 7,

wobei wir unter a,, und g, stets dieselbe GroBe, namlich
den halben Koeffizienten von ', p’, im Ausdrucke fiir T ver-
stehen. Die beiden Glieder, welche man erhilt, einmal,
wenn man in der ersten Summe den Summationsbuchstaben
gleich # und in der zweiten gleich %, das andere Mal, wenn
man in der ersten Summe den Summationsbhuchstaben gleich
k und in der anderen gleich ~ setzt, addieren sich dann zu
LYY 40

Die Koeffizienten a, 3 und y werden noch die generali-
sierten Koordinaten p in irgend einer von der Form der
Funktionen F abhingigen Weise enthalten. Falls die Funk-
tionen F der Gleichungen 22) die Zeit nicht explizit ent-
* halten, also, wie wir uns ausdriickten, fiir skleronome
generalisierte Koordinaten verschwinden die 8 und y und T
wird eine homogene quadratische Funktion der p'.

Man bezeichnet den partiellen, d. h. bei Konstant-
haltung des ¢ aller p und aller iibrigen p’ gebildeten Diffe-
rentialquotienten von 7' nach p’, mit ¢, und nennt ihn das
betreffende generalisierte Moment. Es ist also:

85)

aT < ,
36) I = Er 7 k@ 0 + Be
1
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Hierbei ist dp, der Zuwachs, welchen der Wert der
generalisierten Koordinaten p, beim Ubergange von dem der
Zeit t entsprechenden Zustande der unvariierten zum korre-
spondxerenden Zustande der variierten Bewegung erfihrt.

P = —— ist der Wert der entsprechenden generalisierten
Geschwmdxgkelt zu dieser Zeit fiir die unvariierte,
déd ddps

dt + dt P,;. + aP’p

der fur den korrespondierenden Zustand der variierten
Bewegung. Der Zuwachs, den diese generalisierte Ge-
schwindigkeit beim ﬁbergang von der unvariierten zur
variierten Bewegung erfihrt, ist also:
, ds
39) ap, = —7{1.
Addiert man zur Gleichung 38) beiderseits den Ausdruck

Z:P,,Jph,

1
multipliziert mit d# und integriert von #, bis ¢,, so ergibt sich:

& s
f(ar-;-
40) “ . t
4 aT
=fdt27' Qhaph"'(‘gg +Pk) FAR
to 1

Irgend ein Glied der ersten Summe der rechten Seite dieser
Gleichung hat mit Inbegriff der Integration nach ¢ die Form

4
fqhap’,.dt,

%
vas unter Beriicksichtigung der Gleichung 89) durch par-
tielle Integration gleich

APhaph) dt =

4
d
|q,,ap,,|— q"&phdt
o B

gefunden wird. Transformiert man jedes Glied der rechten
- Seite der Gleichung 40) in dieser Weise und vereinigt dann
vieder alle diese Glieder, so folgt allgemein:
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. Die Zahl s der generalisierten Koordinaten kann nicht
kleiner sein, als die Zahl ¢ = 8% — ¢ der Freiheiten des
Systems, weil sonst eine Bestimmung der Lage siamtlicher
Punkte des Systems durch die generalisierten Koordinaten
unmoglich wire. Ist s =4, so tritt der eben betrachtete
Fall ein, daB zwischen den generalisierten Koordinaten
keinerlei Bedingungsgleichungen bestehen. Die generali-
sierten Koordinaten werden aber nur dann holonom sein
konnen, wenn das System selbst ein holonomes ist. Ist da-
gegen s > 1, 80 bleiben zwischen den generalisierten Koordi-
naten noch o = s — ¢ = s — 3n + v Bedingungsgleichungen
ibrig.

Beim Gebrauche rechtwinkliger Koordinaten hatte die
i-te Bedingungsgleichung die Form 2). Fiihren wir vermdge
der Gleichungen 22) und 27) die generalisierten Koordinaten
ein, so nimmt diese Bedingungsgleichung die Form an

44) atdt+4+ Dwratdp, =0,
1
wobei

8n
40 w8+ AT ”"2 &g
1

Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten der z sind
diese natiirlich vermdge der Gleichungen 22) als Funktionen
von ¢ und den p zu betrachten. Wenn eine Bedingungs-
gleichung von den generalisierten Koordinaten identisch er-
fullt wird, so miissen fiir dieselbe samtliche n identisch ver-
schwinden.

Die der Bedingung 44) entsprechende Bedingungs-
gleichung fir den Ubergang von einem Zustande der
unvariierten zum korrespondierenden Zustand der variierten

Bewegung aber wird, falls nicht alle = verschwinden und
sie daher identisch erfillt ist, lauten:

45) | Zf-a; op, = 0.

1
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Die n sind natiirlich jetzt Funktionen der generalisierten
Koordinaten, welche auch die Zeit explizit enthalten kdnnen.
Letzteres wird jedoch niemals der Fall sein, wenn die friher
mit Fund § bezeichneten Funktionen die Zeit nicht explizit
enthielten, _

Bei der in der Anmerkung auf Seite 5 §1 angedeuteten
Variationsmethode, bei welcher die korrespondierenden Zu-
stinde nicht gleichen Zeiten entsprechen und daher auch
die Zeit variiert wird, welche wir aber vorliufig nirgends
anwenden werden, mﬁBten an Stelle der Gleichungen 45)
die Gleichungen treten:

46) w3t + Dhaldp=0.
: 1

Falls das System holonom ist, werden auch die Be-
dingungsgleichungen 44) holonom sein, d. h. sich auf o
Gleichungen von der Form

47) d@(p,py..-2,0)=0

reduzieren lassen. Wenn dagegen das System inholonom

vom Grade g ist, so miissen g von den (leichungen 44)

itbrig bleiben, die sich nicht auf diese Form bringen lassen.
Im ersten Falle haben die Bedingungen, welche fiir

den Ubergang vom unvariierten zum variierten Zustande

gelten, ebenfalls die Form

48) S@Pypy---Py)=0
und es kommt ihnen eine #iberaus einfache Bedeutung zu.
Diese Gleichungen besagen nimlich, daB die Funktion ¢
beim Ubergange von jedem Zustande der unvariierten zum
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung eben-
falls denselben konstanten Wert behalten muB, der ihr auch
fiir die ganze unvariierte Bewegung zukommt, daB also auch
‘withrend der ganzen variierten Bewegung diese Funktion
jenen konstanten Wert haben muB, oder mit anderen Worten,
daB auch die variierte Bewegung aus lauter Lagen bestehen
mub, welche mit den Bedingungsgleichungen vereinbar sind,
d. h. selbst mit diesen vereinbar sein muB.

Wenn die Bedingungen in der Form gegeben sind: ¢ =
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einer gegebenen Konstanten, so ist dieser Satz selbetverstind-
lich umkehrbar, d. h. jedesmal wenn die variierte Bewegung
in ihrem Verlaufe den Bedingungen geniigt, muB ihnen auch
jeder Ubergang von einem Zustande der unvariierten zum
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung ge-
nigen. Sind dagegen die Bedingungen bloB in der Form 47)
gegeben, so konnte im Verlaufe der variierten Bewegung ¢
gleich einer Konstanten sein, deren Wert von dem fiir die
uvariierte Bewegung geltenden etwas verschieden wiire.
Dann konnte der Verlauf der unvariierten Bewegung den
Bedingungen geniigen und auch der der variierten fiir sich,
nicht aber der Ubergang von der einen zur anderen. Doch
ist diese Moglichkeit sofort wieder ausgeschlossen, wenn die
Koordinaten fiir ¢ = ¢, und ¢ = ¢, nicht variieren.

Die Bedeutung, welche den Variationsbedingungen im
wweiten Falle, wenn das System inholonom ist, zukommt,
wolln wir im niichsten Paragraphen erortern. Hier
wollen wir zuniichst zeigen, wie die Gleichung 42) zu be-
bandeln ist, wenn beliebige Bedingungsgleichungen zwischen
den p gegeben sind, deren Anzahl ¢ sei. Wir setzen voraus,
daB jede derselben in die Form 44) gebracht werden kann,
welcher zwischen den Koordinatenvariationen die Be-
dingung 45) entspricht. Wir multiplizieren die Gleichung 45)
mit einem. zu bestimmenden Faktor 4, welcher Funktion
der Koordinaten und der Zeit sein kann, summieren dann
beatiglich / von 1 bis ¢, multiplizieren ferner mit d¢, inte-
gricren von t = ¢, bis ¢ =¢ und addieren endlich das Re-
sultat zur linken Seite der Gleichung 42).

Die A konnen dann so bestimmt werden, daB in der
auf diese Art erhaltenen Gleichung die Koeffizienten von &
der dp verschwinden. Die iibrigen dp sind aber unab-
hingig und man heweist durch dieselbe SchluBweise, durch
welche wir die Gleichungen 48) erhielten, daB auch ihre
Koeffizienten verschwinden miissen. Die Nullsetzung aller
dieser Koeffizienten liefert die Gleichungen:

d aT 3
9 2 a}-,;‘_P,,+21,ug>, h=1,2,8...s.
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Dies sind die allgemeinen von Liagrange zuerst angegebenen
Bewegungsgleichungen in generalisierten Koordinaten. Falls
eine Kraftfunktion existiert, nehmen sie die Form an

o
ot L3 o
at ap,. + lll ”h ’

T
wihrend man in diesem Falle auch schreiben kann

a(T -
51) =220

’

wenn V die Geschwindigkeiten nicht enthilt.

§ 8. Bedeutung der Variationsbedingungen fiir nicht
holonome Systeme.

Wir gehen nun zur Erlduterung der Bedeutung iiber,
welche die Variationsbedingungen fiir nicht holonome
Systeme haben. In diesem Falle ist es durchaus nicht
ein- und dasselbe, ob man sagt, der Verlauf der variierten
oder der Ubergang von der unvariierten zur variierten
Bewegung solle die Bedingungsgleichungen erfilllen. Da
nimlich dann gewisse Bedingungsgleichungen nicht inte-
grabel sind, so brauchen sie, wenn sie von einem be-
stimmten Ubergange aus einem Anfangszustande Z; in
einen Zustand Z,, und wiederum von einem Ubergange
aus dem Zustande Z, in einen Zustand Z; gelten, nicht
auch von jedem anderen Ubergange aus dem Zustande Z,
in den Zustand Z; zu gelten. Daraus also, daB dlese
Bedmgungsglexchungen fir jeden Ubergang aus einem Zu-
stande der unvariierten Bewegung in den korrespondieren-
den Zustand der variierten Bewegung gelten (Ubergang A),
folgt dann nicht, daB sie auch fir den Ubergang von jedem
zum nichsten Zustande der variierten Bewegung gelten
{Obergang B).

Beim Ubergange B gehen die Werte, welche die Ko-
ordinaten bei der variierten Bewegung zur Zeit ¢ haben
{h-te Koordinate = p, + 0p,), in diejenigen itber, welche
sie fir die variierte Bewegung zur Zeit ¢ 4 d¢ haben (k-te
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Koordinate = p, + dp, + dp, + ddp,). Wir konnen daher
die Form, welche die Gleichung 44) fiur diesen Ubergang
amnimmt, symbolisch so schreiben:

Utn(p, + 39, ) + P [dp, + d0p) . W(B, + 5py, ) = 0,
1

was durch Subtraktion der Gleichung 44) liefert:

S|wde+ kn,(})(p,,,t)dp,,: a""a Ldt +
59) T

op,+ kn(’)dc?p =0.

Gleichung 45) driickt aus, daB die entsprechende Be-
dingung fir den Ubergang A zur Zeit ¢ gilt, d. h. fir den
Uberga.ng vom urspriinglichen Zustande zur Zeit ¢ zum
variierten zur selben Zeit. Die Gleichung, welche aus-
drickt, daB dieselbe Bedingung auch zur Zeit ¢ 4 d¢ fir
Ubergang A erfillt ist, d. h. fir den Ubergang aus dem der
Zeit ¢ + dt entsprechenden urspriinglichen Zustande zu dem
derselben Zeit entsprechenden variierten Zustande, finden
Wir, indem wir Gleichung 45), in welcher wir den Summations-
buchstaben auch mit k bezeichnen konnen, nach ¢ diffe-
renzieren, wodurch folgt:

d mwap, 2 o dté’pk
53)

dp, + kn“)dc?pk—o

Die Gleichung 53) ist sicher mit 52) identisch, wenn all-
gemein
an® o ond 8l

ap. = at und ap. = ap,.

s, d. h. wenn die Bedingung holonom ist. Andernfalls sind
beide Gleichungen im allgemeinen nicht identisch. Wenn
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der variierten Bewegung dem zur Zeit ¢ gehorigen Zi
stande 4 der unvariierten Bewegung, jetzt dem zur Ze
¢t + 0t gehorigen Zustande 4, der unvariierten Bewegw
korrespondiert, so moge dp die frithere, 8, p die jetzi
Variation irgend einer Koordinate p, dagegen dp der Z
wachs sein, welchen diese Koordinate bei der unvariiert:
Bewegung beim Ubergang vom Zustande 4 zum Zustande
also bei der natiirlichen Bewegung wihrend der Zeit
erfihrt, so daB dp = p’J¢ ist. Es ist dann d,p =dp — d
und da die Bedingungsgleichungen die dp linear enthalte
so miissen ihnen auch die d, p geniigen, wenn ihnen die ¢
geniigen. Denn die dp geniigen ihnen, weil sie einer nati
lichen, also einer jedenfalls méglichen Bewegung entspreche

§ 9. Zweite Form der Lagrangeschen Gleichungen.

Wir konnen die Gleichung 49) in eine andere For
bringen, wenn wir statt der verallgemeinerten Geschwindi
keiten p’ die Momente ¢ einfithren, wobei wir uns aber a
den Fall beschrinken wollen, daB die Funktionen F A
Gleichungen 22) die Zeit nicht explizit enthalten, daB al
die mit 8 und y bezeichneten Koeffizienten im Ausdra
fiir 7 verschwinden (daB die verallgemeinerten Koordinat
skleronom sind) Die Relationen 36), welche uns die ¢ ¢
Funktionen der p’ ausdriicken, konnen, wenn man ¢
Koeffizienten a als gegeben betrachtet, auch als s linea
Gleichungen aufgefaBt werden, aus denen umgekehrt die
als lineare Funktionen der ¢ bestimmt werden kénnen. L
betreffenden Gleichungen lauten dann so:

54) Ph= E‘bhk e
1

Die Koeffizienten a sind Funktionen der p, welche wir ve
moge der Gleichungen 14), 22), 33) und 35) leicht berechn:
kénnen, wenn die Massen der materiellen Punkte w1
die Funktionen F gegeben sind. Daher sind auch die
Funktionen der p, die sich in bekannter Weise als Quotient:
zweier die a enthaltender Determinanten darstellen. D
Determinante im Nenner ist fiir alle p’ gleich, die im Zzahl
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ist wegen a,, = a,, ebenfalls fir b,, dieselbe wie fir b,,,
voraus folgt:

55) buy = byn-

Die Auflosung der linearen Gleichungen 36) nach den ¢
wire nur dann unméglich, wenn die Determinante aller a

| G119 Gyg -+ Gy,
56) Gy Gyp -« - Oy,

aln’ a’20’ e au
vorschwinden wiirde. Dies kann aber niemals fiir reelle

3n
Werte eintreten. 7T ist namlich gleich } Sk m, 232, also eine

Summe von Quadraten mit positiven Koeffizienten. Es kann
also nur verschwinden, wenn alle ' und daher auch alle p’
verschwinden. Das Verschwinden der Determinante 56) ist
sber die Bedingung, daB die linearen Gleichungen fiir die p’,
welche man erhilt, wenn man alle ¢ gleich Null setzt, eine
andere Auflosung als das Verschwinden sémtlicher p’ zu-
lassen,. Wiirde also diese Determinante 56) verschwinden, so
wirden aus den Gleichungen 36) immer gewisse Werte der p’
bestimmbar sein, welche nicht alle verschwinden, fiir welche
sher alle ¢ und daher auch 7T verschwinden wiirden, da ja,
wie man sofort durch Einsetzen der Werte 36) fir die ¢ sieht,

) T=14 vy,
1

ist. Die Gleichung 57) ergibt sich auch in folgender Weise.
Wenn £ eine homogene Funktion n-ten Grades von y;,y; ...y,
I8, 50 hat man bekanntlich:

7}
nf= 2‘%‘3—;‘
Setzt man f= T, Y, =P’ 80 folgt hieraus sofort die Glei-
¢hung 57), da 7, wenn die Funktionen F die Zeit nicht
explizit enthalten, eine homogene quadratische Funktion
der p’ und 9 T/0p', =g, ist. In den in 43) und 49) vor-
kommenden GroBen & T/0p, ist T durch die Gleichung 35)
3#
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als Funktion von den p und p’ ausgedriickt zu denken, d. h.
es sind bei der Differentiation alle iibrigen p und alle p’ als
konstant zu betrachten. Wir konnen aber in T die p’ ver-
moge der Gleichungen 54) als Funktionen der p und ¢
ausdriicken. Dann erhalten wir 7' als Funktion der » und ¢
ausgedriickt. Weil es homogene quadratische Funktion
der p' war, diese aber wieder homogene lineare Funktionen
der ¢ sind, so wird T auch als homogene quadratische
Funktion der ¢ erscheinen. Es sei etwa:

8) T= }2‘2‘%9}.%_—'%"114: +icas+- +a39,9,+..
T T

Die Koeffizienten ¢ sind natiirlich Funktionen der p und
es ist identisch ¢,, =¢,,.

Den aus diesem Ausdrucke gebildeten partiellen Diffe-
rentialquotienten von 7 nach p,, wobei also nebst der
anderen p nicht die p’, sondern die ¢ als konstant zu be-
trachten sind, wollen wir mit

8, T

0 pa
bezeichnen. Wir werden ihn erhalten, wenn wir zuerst T
als Funktion von p und p' ausdriicken und darin die p’
vermige der Gleichungen 54) als Funktionen der p und ¢
betrachten. Es ist also:

E
8,T 8,T 8T dph 9, T
r L _ O — 9
) o = omm +2‘ 3pr Opn  Op,

0, T/Op, ist die im urspriinglichen Sinne gebildete-
partielle Ableitung, wo T als Funktion der » und p' m
denken und unter Konstanthaltung der p»’ nur insofern
nach p, zu differenzieren ist, als diese GroBe in den Ko-
effizienten ¢ der Formel 35) vorkommt. 0p’,/0p, ist aber
aus Formel 54) unter Konstanthaltung der ¢ und alleinigen
Differentiation der Koeffizienten b nach p, zu bilden.

Bei Bildung von 0 T/dp’, ist es selbstverstindlich, daB
die iibrigen p’ und die p als konstant anzusehen sind, wes-
halb wir dem & nicht den Index p’ anhingten. Wie Wir
den Ausdruck 59) bildeten, so kénnen wir auch den partiellen
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ifferentialquotienten von T nach g, bilden, indem wir zu-
st T als Funktion von p» und p' ausdriicken und dann
ie p° durch die Gleichungen 54) durch » und ¢ ausdriicken,
o dann bei Bildung der dp’'/0¢ die anderen ¢ und die p
ls konstant zu betrachten sind. Es wird also:

s s

aTY 0T op'x 2 0

— /== k = qu =
1

dqn . s Oan oo
10)

s
2 , dpn
= qubu.=ph=—dt—.
1

Andererseits folgt aus Gleichung 58):

8

orT
61) e - kCry Oy +

Da dies nach Gleichung 60) gleich dem durch Gleichung 54)
gegebenen Werte von p’, sein muB, und die Geschwindig-
keiten und daher auch die ¢ unabhingig von den Koordi-
naten alle moglichen Werte haben kdnnen, so miissen in 54)

und 61) alle Koeffizienten der ¢ gleich sein; man hat also

allgemein:

62) bax = Cux-

Die partiellen Differentialquotienten der p’ kdnnen wir
folgendermaBen eliminieren. Wir denken uns in Glei-
¢hug 57) die p/, vermdge der Gleichungen 54) als Funk-
tionen der p und ¢ ausgedriickt und dann nach p, diffe-

. Tenziert, indem wir die itbrigen p und alle ¢ konstant be-

| tchten. Der Differentialquotient des 7, den wir so links
erhalten, ist gemau das, was wir schon in 59) mit 9,T/0p,
bezeichneten; ebenso ist rechts der Differentialquotient des

| ¥, das, was wir in der rechten Seite von 59) mit 8p,/dp,

i bezeichneten. Wir erhalten also, indem wir 57) in der be-

Sprochenen Weise nach p, partiell differenzieren
\—

) Wir unterlassen es wieder, in diesem Ausdrucke dem & im
Zihler den Index ¢ anzuhiingen, da es, wenn wir nach einem der ¢
Partigl] differenzieren, selbstverstindlich ist, daB wir alle tibrigen ¢
Wd glle p als konstant anzusehen haben.
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= quap.

was mit 59) zusammengehalten liefert:

3T _ 8T
63) apn Opn
Wenn wir 57) genau in demselben Sinne, in dem wir es
soeben pach p, differenzierten, nun nach ¢, differenzieren,
so miissen wir alle iibrigen ¢, und alle p, konstant lassen
und die p’ durch die p, und ¢, ausgedriickt denken. Die
Summe rechts in 57) enthilt offenbar das Glied ¢, p,, welches
nach g, differenziert liefert

d
ph+qh al;h

whhrend in allen anderen Gliedern dieser Summe das be-
treffende ¢ als konstant zu betrachten ist. Mit Riicksicht
hierauf erhilt man aus 57)

25 —p,.+291kaq =25,

was mit Gleichung 60) iibereinstimmt.

Will man in der von uns gewihlten Bezeichnungsweise
ausdriicken, daB in den Gleichungen 43), 49) und 50) bei
Bildung der partiellen Differentialquotienten die p und p’
als independent zu betrachten sind, so miiBte man diese
(Rleichungen so schreiben:

dq). _ 6,,, T
64) = om + P,
und
dqn @
65) 9= e

Wiirde man dagegen p und ¢ bei Blldung der partiellen
Differentialquotienten als independent betrachten, so wiirde
hieraus nach 63) folgen:

66) d"* =+ P, — T
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uand

67) o _ h_g«7f+ IM'”;'Q'
Natiirlich wird man die Indizes des 0 weglassen, wenn man
ein fiir allemal ausgemacht hat, welche partielle Differential-
quotienten man meint.

Wenn die Krifte eine Kraftfunktion haben, die nur die
Koordinaten, eventuell noch die Zeit enthilt, so verwandelt
sich die Gleichung 67) in:

0}
h

68 e __ 0V _ 4T
) dt Er i

A
1

Da aber vV die ¢ nicht enthilt, so kann man die Glei-
chung 68) auch so schreiben:

69) an | 5T+ V) _

l
dt ap,. lllnh.

Setzt man nun

80 ist E die GroBe, welche, wenn V die Zeit nicht enthalt,
wahrend der ganzen Bewegung konstant bleiben muB. Man
kann dann die Bewegungsgleichungen in der symmetrischen
Form

15)) apn _ 0F dg 0, E 0)

h———
dt — Gq’ dt . op Ay m,

o

schreiben, welche man die Hamiltonsche kanonische Form
dfmelben nennt. Wenn nebst den Bedingungsgleichungen
die einzige GroBe E als Funktion der verallgemeinerten
KOO!‘dinaten, Momente und eventuell der Zeit gegeben ist,
knnen die Bewegungsgleichungen ohne weiteres hinge-
sclfl‘ieben werden. Falls keine Bedingungsgleichungen
ZWischen den p existieren, nehmen die Gleichungen 71) die
fymmetrische Form an:

12) dp, OEFE dg, , E

——- = —_—— e — =,

dt aq;. dt aph
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Setzt man analog
73) T—V=H,

8o erhalten die Gleichungen 64) und 65) eine ahnliche Form,
némlich:

d 3, H 8 H
74) ?;=P + tlna) %= g5

wobei natiirlich wieder das Glied »:,# entfillt, wenn

. 1
zwischen den p keine Bedingungen bestehen.

§ 10. Ableitung der Lagrangeschen Gleichungen ohne Hilfe
der Variationsrechnung.

Wir wollen noch zeigen, wie man die Lagrangeschen
Gleichungen ohne den Umweg iiber die Betrachtung der
Variationen gewinnen kann, wobei aber natiirlich die generali-
sierten Koordinaten jetzt wieder skleronom oder rheonom
sein konnen. Die allgemeinen Gleichungen in rechtwinkligen
Koordinaten kdénnen wir nach Gleichung 129) des I. Teiles,
8 43 in der Form schreiben:

d‘ T
) mog = E+ g

Wir multiplizieren diese Gleichung mit az" , bilden sie

fiir alle Werte des k¥ und addieren alle so erha.ltenen Glei-
chungen. Setzen wir wie frither

3n
_ azk
hm 2

so erhalten wir in dieser Weise mit Riicksicht auf die
Gleichungen 44a)

3n

d’itk axg_ (l)
76) Zl,lmkd_t,m_gju zln

1

wobei der Summenausdruck rechts verschwindet, wenn die
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generalisierten Koordinaten die betreffende Bedingung
identisch erfilllen. Nun ist identisch:
Az ;e _ d [, Om 'iéﬁ’_’i

W G G =t Peag] ~ Tdr o
Im zweiten Faktor des letzten Gliedes kann man die Ord-
mng der Differentiation vertauschen. Denn es ist

d aa;, < a’zk / o* Tp

Tt on " Limontt T onat

, 0z EN
=2 o Pt e
daher
ax’g_ a,xh ’ a’zl
3 n 28}7 anl T apmet
und
i 69;; __aa:’,
dt apn  Op’

Wo bei der letzten partiellen Differentiation in 2/, alle p’
und alle anderen p als konstant, also die Variablen p und p’
als independent zu betrachten sind. Bei gleicher Auffassung
der partiellen Differentialquotienten hatten wir nach 34):
Om _ 0,
. pn 0P '
Durch Substitution dieser Werte geht 77) iiber in:
o dn 4 (y0%) 00
dtt dpn dt \"*op k9 pu
Multipliziert man mit m, und summiert iiber alle Werte
des k, 0 erhilt man, da

3n
‘} Ek; " = 1,
1
also
3n
z 0z, _ 0T _
" ko p'a 0P =
ist,
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Durch Substitution dieses Wertes in die Gleichung 76) folgt:

dq"— +P +2}.n"’.

Wir sind also ohne Va.rlatlonsbetrachtungen zur Glei-
chung 49) gelangt, welche die allgemeinste Form der
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen darstellt. Fiir jede
Bedingungsgleichung, welche von den generalisierten Ko-
ordinaten identisch erfiillt wird, verschwinden simtliche z.
Wenn also alle Bedingungsgleichungen von den generalisierten
Koordinaten identisch erfiillt werden, also zwischen den
letzteren keine Bedingungsgleichungen mehr bestehen, so
verschwinden iiberhaupt alle m, und es folgt

dan
at 6 P + Pas
was mit Gleichung 43) identisch ist.

§ 11. Bewegungsgleichungen in Polarkoordinaten.

Wir wollen zunichst die Anwendung der gefundenen
Gleichungen an einigen moglichst einfach gewihlten Bei-
spielen zeigen.

Ein einziger materieller Punkt bewege sich in einer
Ebene, ohne sonst einer Bedingung unterworfen zu sein.
z, y seien seine rechtwinkligen, 7, ¢ seine Polarkoordinaten.
Letztere wihlen wir als generalisierte Koordinaten. Wir
setzen also:

p=r, p=19, P,1=",=%’ pg=9" = Z‘j
Da z=rcos #, y=rsin$ ist, so kann man durch direkte
Differentiation nach der Zeit die ersten und zweiten Diffe-

rentialquotienten der Koordinaten nach der Zeit finden:
dx dr

dt T dt

Die Substitution dieser Werte in die die rechtwinkligen
Koordinaten enthaltenden Bewegungsgleichungen (8§ 9 Glei-
chung 13) des L Teiles) liefert uns ohne weiteres die Form,
welche die Bewegungsgleichungen nach Einfiihrung der Polar-

cosJ — rsinﬂ% ete.
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koordinaten annehmen. Wir wollen jedoch hierzu mittels der
Lagrangeschen Gleichungen gelangen, die uns in diesem
Falle keinen anderen Nutzen gewihren, als daB sie die
etwas weitliufige Rechnung abkiirzen.

Wir suchen zuerst nach 32) die generalisierten Krifte.
r wachse bei konstantem & um 0r, d. h. der Punkt ver-
schiebe sich um
18) AB=20r

in der Richtung r. Ist B die in dieser Richtung darauf
wirkende duBere Kraft, so ist — o V= RJr die Arbeit, daher

Y A4
P=—5"—=R

die nach r wirkende generalisierte Kraft. Wichst dagegen &
bei konstantem # um &, so erfihrt der Punkt die Ver-
schiebung
19) AC=rdd
senkrecht zu  in der Richtung der wachsenden 4. Ist @
die Komponente der darauf wirkenden #uBeren Kraft in
dieser Richtung, so ist — 053V = ©.rd & die Arbeit; daher
P,=r0

die nach & wirkende generalisierte Kraft, welche keine
Kraft im gewdhnlichen Sinne, sondern ein Moment ist, also
die Dimension Kraft x Linge hat.

Wihrend d¢ wichst gleichzeitig » um dr und & um d 9.
Das Bewegliche legt also nach 78) und 79) in der Richtung
den Weg 4 B = dr, senkrecht darauf den Weg 4 C = rd &,
m ganzen den Weg 4D = VAB*+ A C? = Ydr® +r2dd?
ariick. Seine Geschwindigkeit ist

seine lebendige Kraft
80) T=%(r'2+r20”),
Welche gomit als Funktion der p und p’ ausgedriickt ist.

Man erhlt hieraus
81)

F} , aT
h=3,="" B=73

=mr¥,

*®
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82) 8T _ 8T _ . on 8T _ 8T _

ap,  or opy 909
Daher liefern die Gleichungen 43):

0.

d(mv) 'a admnr* &)
77 —mrd?=R, a7 =r0
oder
@ar d 3\? a3 dr d &
maw—mr(qE) =R mrgEtomGE GE=0.

Wollte man den Gleichungen die Form 66) geben, so miBbt e
man T durch die p und ¢ ausdriicken.
Aus 80) und 81) folgt:

91 [H]
83) T= ne + amr?’
und daher:
9, T _ (] 8, T .
dr  msd 09

Es sind also die Gleichungen 63) erfiillt. Durch Substitution
des Wertes von ¢, wird

3T _ _ 3uT.

ar —  ar >
denn die partiellen Differentialquotienten in 81) sind die-
jenigen, die wir genauer mit 6, T/0r und G,T/0& be-
zeichnet haben. Auch die Gleichungen 60) sind erfiillt;
denn es folgt aus 83): :

0T ¢

1)

T _ @ _ o
aq,_mr’_ﬂ'

Die Gleichungen 66) aber nehmen die Form an

dqgy __ % dqy __
dt =R mrs’ dt =r0,

deren Richtigkeit man leicht verifiziert, deren Nutzen man
freilich in diesem einfachen Falle nicht einsieht.

Ebensowenig hat es in diesem einfachen Falle einen
Zweck, die Gleichungen in die kanonische Form zu bringen,
was wir aber doch bloB zur Erliuterung des Mechanismus der
Methode ausfithren wollen, der natiirlich um so klarer wird,
je einfacher das Beispiel ist. Seien X, Y die Komponenten
der auf den materiellen Punkt in den Koordinatenrichtungen
wirkenden #uBeren Kraft und
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T dx oy
dann ist: )
P =R=-— av(“mg’r"m&’t) = Xcos &+ Ysin &
P,=r0=— av(rc“g:’”in&’t)=—rXsin0 4+ r Ycos &.

Bezeichnen wir V(rcos &, rsin &, ¢) kurz mit V(r, &, ),
80 ist
m r’ ks

E=T+V=—-|—- -I-V(r,r?’f)

die Energie, welche fiir skleronome Systeme wihrend der
ganzen Bewegung konstant bleibt. Denn es ist d T gleich
der von den #uBeren Kriften der Masse zugefiihrten Arbeit

Rdr+r(‘)da)'=—dV+—dt

Will man die kanonische Form herstellen, so hat man
noch ¢, und ¢, fiir #¥ und & einzufithren, erhilt also

E=JL 9' Lot 23"’, + V50,

und die kanomsche Form der Gleichungen lautet, da p,
mit r, p, mit J identisch ist:
ir _0F 49 _OE dg __8E  dg 9E

t =3¢’ df dg’' dt  _9r’' dt _ _9&
Die Gleichungen 74) aber wiirden, wenn man H=T— V.
setzt, lanten:

dg, _d(mr) _dHF )

dt dat ~  or
dgy _dimrd) OdH(E )
it =~ dt 09
0H ’ 0H
@ =mr =27, G =mr¥ = 5.

Natiirlich wiirden alle diese Gleichungen auch fiir beliebig
Viele materielle Punkte gelten, die sich frei in der Ebene
beWegen, wenn man Polarkoordinaten einfithrt. Nur wiirde
dann 7 die Koordinaten aller Punkte enthalten.

Bei Transformation raumlicher rechtwinkliger Koordi-
Daten 7, y, x in raumliche Polarkoordinaten r, &, ¢ will ich
Dich kiirzer fassen. Sei
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z=rcosd, y=rsindcosp, z=rsindsing.

Wichst » bei konstantem % und ¢ um Jr, so verschiebt
sich der Punkt um J7 in einer Richtung, die wir die
Richtung von » nennen. Wichst # bei konstantem » und ¢
um 0%, so verschiebt sich der Punkt um »J in einer
Richtung, die wir kurz die von ¢ nennen. Wichst end-
lich ¢ bei konstantem » und 4 um J ¢, so verschiebt sich
der Punkt um rsin & d¢ in einer Richtung, die wir die
von ¢ nennen. Die Komponenten der auf den Punkt wirken-
den #uBeren Kraft in diesen drei Richtungen seien R, ® und
@. Die drei Verschiebungsarbeiten sind Rdr, r©® 9 und
rsin . J g, daher die drei generalisierten Krifte:

P=R, P,=r0, P,=rsind.D.
Die drei Komponenten des wihrend d¢ zuriickgelegten Weges

in den drei eben besprochenen Richtungen sind dr, rd 3,
rsind.de. Daher ist die Geschwindigkeit

Y (e ) o G

und die lebendige Kraft

T= -721(7"2—]- r29'? + r2 g’ 2sin?P),

woraus folgt

T , T , or . ,
91 = a—rl=mr, g, = W:mrzﬁ’, q3=a¢,=mr’sm’0(p.

er '2 4 of Bgin? 0T 2,724 0T _
7, =M+ @' %sin’G), —C=mrig’?sindcosd, a—q)_O

und die Gleichungen 43) verwandeln sich nach einigen
leichten Reduktionen in:

d¥r d3\? dq) Py
a9 dr d9 d
mrT+2md—: TR (dgz‘)) sin & cos & = O

de dr dq:d_&_q)
dt dt at dt — T

Alle weiteren Lagrange-Hamiltonschen Gleichungen
liefern nichts mehr, was fiir dieses Prohlem von Wichtigkeit

mrsmﬂ + 2msin 9 - + 2mrcos &

dt’
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wire, und zur bloBen Einlbung mag das bei den ebenen
Polarkoordinaten Erbrachte geniigen.

§ 12. Nochmals Drehung eines starren Korpers um eine
feste Achse.

Um an einem Beispiele von der einfachsten Art zu
zeigen, daB die Lagrangeschen Gleichungen auch ganz
ohne Beziehung auf irgend ein rechtwinkliges Koordinaten-
system angewendet werden konnen, betrachten wir nochmals
den schon im I Teile behandelten Fall der Drehung eines
starren Korpers um eine feste Achse.

Wenn sich irgend ein starrer Korper wihrend einer
unendlich kleinen Zeit d¢ um irgend eine Achse um einen
unendlich kleinen Winkel dw dreht, so beschreibt ein
materieller Punkt mit der Masse m, desselben, der sich in
der Entfernung », von der Drehungsachse befindet, dabei
den unendlich kleinen Kreisbogen ds =17 dw. Die Ge-
schwindigkeit des materiellen Punktes ist daher:
ds _  dw
dt ~ ldt
Die lebendige Kraft desselben ist:

7 a)

2 "1\dt
Ebenso ist die lebendige Kraft eines zweiten materiellen
Punktes des Korpers von der Masse m,, der sich in der
Entfernung r, von der Drehungsachse befindet:

d w\?
(&)
Die gesamte lebendige Kraft des Korpers ist daher, wenn
man dessen Trigheitsmoment m, r} + myr} + ... beziglich
der Drehungsachse mit K bezeichnet:
K (dw\?

Es soll nun auf das Massenteilchen m, irgend eine
Kraft P, wirken. Wir legen durch m, eine Ebene £ senk-
recht zur Drehungsachse, welche diese im Punkte O durch-
schneide, und zerlegen die Kraft P, in zwei Komponenten,
von denen die eine D, die Richtung der Drehungsachse hat,

c =
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also senkrecht zur Ebene E steht, die andere Q, in dies
Ebene fallt. n, sei die von O auf die Richtung von ¢
gefillte Senkrechte. Da der Weg ds des Massenteilchen£
in  die Ebene E fallt, so leistet die Kraft D, keine Arbeit
Die gesamte Arbeit der Kraft P, ist also gleich:

Q dscos(Q,,ds)=Q rdwcos(n, )= Q ndw.

Nun ist aber das Produkt Q, », nichts anderes als das,
was wir im I Teile, § 29 das Moment der Kraft P, be-
ziiglich der Drehungsachse genannt haben. Wir wollen es
mit M, bezeichnen. Sei P, irgend eine andere auf den
festen Korper wirkende Kraft, und M, ihr Moment beziiglich
der Drehungsachse, so findet man ebenso fiir die Arbeit
dieser zweiten Kraft wihrend der Drehung des Kérpers um
den unendlich kleinen Winkel dw den Wert M, dw etc.

Die gesamte Arbeit J 4 aller auf den Kérper wirkenden
Kriifte ist also, wenn wir jetzt den Drehungswinkel mit Jw
statt mit dw bezeichnen:

85) 0A=0w>SM=0wD,;
dabei ist D, die Summe der Drehungsmomente aller #uBeren
Krifte um die Drehungsachse, wie im I. Teile, § 55.

Es hat nun gar keine Schwierigkeit, die schon im
I Teile, § 55 auf anderem Wege gewonnene Bewegungs-
gleichung fiir einen festen Korper, der keiner anderen Be-
wegung als einer Drehung um eine feste Achse fahig ist,
nochmals aus den Lagrangeschen Gleichungen zu gewinnen.
Der dort mit w bezeichnete Winkel, um den sich der Kérper
von seiner Anfangslage bis zur Zeit ¢ gedreht hat, ist die
einzige Variable, durch welche die Position des Korpers
bereits eindeutig bestimmt ist. Dies ist also die einzige
generalisierte Koordinate p. Daher ist p’ gleich der Winkel-
geschwindigkeit = dw/dt.

Die generalisierte Kraft findet man nach Gleichung 32),
indem man den Ausdruck 85) durch dp = dw dividiert. Es
ist also P=D,. Die lebendige Kraft ist nach Formel 84)
T=}w?K. Daher ist:

or oT T ar
W=W=O’ =-—=-—=wowk.
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Wenn der Weg p des Antriebspunktes um Jp wichst,
so ist die gesamte Arbeit aller auf das System wirkenden

Krafte gleich
op 2 Qk a,,

wobei im letzten Ausdrucke a, der Wert des Koeffizienten o
fir den Angriffspunkt irgend einer Kraft, Q. deren
Komponente in der Richtung des Weges a;dp des An-
griffspunktes jener Kraft ist. Die generalisierte Kraft P,
welche die generalisierte Koordinate p zu vergrdBern sucht,

ist also 2: Qrax. Man nennt diese GroBe auch das auf

den Antriebspunkt reduzierte Moment aller Krifte. Die
Lagrangesche Gleichung 43) resp. 85a) verwandelt sich
daher fiir unser System in:

Z’—,?.’Emaﬂ =2‘Oxap

Da der Koeffizient von d?p/d® konstant ist, so hat sie
wieder genau die Form der Gleichung 18) des L Teiles,
welche fiir die Bewegung eines einzigen materiellen Punktes
in einer geradlinigen oder krummlinigen Bahn gilt.

Diese Form tritt jedesmal auf, wenn die Position simt-
liche Teile eines Systems durch eine einzige Variable p be-
stimmt ist und 6 T/dp verschwindet, wenn also der Aus-
druck fiir die lebendige Kraft blo8 den Differentialquotienten
der betreffenden Variablen nach der Zeit enthilt, von dem
Absolutwert dieser Koordinate selbst aber unabhingig ist.
Dies trifft z. B. bei allen Systemen ein, welche Helmholtz
Monozykel obne langsam verinderliche Parameter nennt
und von denen spiter ausfihrlich die Rede sein wird.
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selbe gilt fir die Achsen Oy und Of Da ferner die
gesamte Arbeit, welche bei der Superposition mehrerer
unendlich kleiner Bewegungen geleistet wird, immer gleich
der Summe der bei diesen Bewegungen einZeln geleisteten
Arbeiten ist, so ist die gesamte mit — J” ¥ bezeichnete Arbeit
gleich:

D(-fy3A +b5C)+ EbydAd+ B0C) + FedA—5B).
Setzt man den Koeffizienten von d 4 in diesem Ausdrucke
gleich P,, den von 0B gleich P,, den von 0 C gleich P,
80 erhdlt man:

8) P,=—pByD+byE+cF, P,=—1F, P,=bD+fE.

§15. Lebendige Kraft eines starren Korpers, der sich um
einen festen Punkt dreht.

Wir wollen nun weiter den Wert berechnen, welchen
die lebendige Kraft T des Korpers zu irgend einer Zeit ¢
hat. Wir lassen zu diesem Zwecke eine unendlich kleine
Zeit d¢ vergehen und bezeichnen mit d 4, d B und d C die
wirklichen Zuwiichse dieser drei Winkel wihrend der Zeit d .
Das Schema 87) gilt fiir beliebige unendlich kleine Zuwichse
der Winkel, daher auch fiir die Zuwschse d 4, d B und d C.
Die wihrend der Zeit d¢ eintretende Lageninderung des
Korpers ist also aquivalent drei Drehungen, einer um den
Winkel
89) dp=—BydA+bdC

um die Achse O, einer zweiten um den Winkel
%) dy =bydd +8dC
um die Achse O7, und einer dritten um den Winkel
9) dy=cdd—dB
um die Achse O(.
Die durch diese drei Drehungen erzeugte Lagenénderung
kann man auch durch eine einzige Drehung um den Winkel
dw=7Vdo?+ @dr) + @y}
um eing Achse 2 ersetzen, deren Winkel mit den drei
Koordinatenachsen 0§, On und O¢ mit (£, &), (2, ),
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daher:
aT 4T

oT T

Die Substitution dieser Werte und des Wertes von P,
sus den Gleichungen 88) in Gleichung 98) liefert:

d (8T T oT

%) ﬁ(ﬁ)ﬂﬁﬁ—zw-yr.

Die beiden anderen Bewegungsgleichungen kdnnten wir
sbleiten, indem wir in den Lagrangeschen Gleichungen
k=1 und % = 3 setzen. Wir gelangen jedoch durch eine
andere Betrachtungsweise rascher zum Ziele. Es wurden
zwar die Winkel 4, B, C, welche beziiglich der Koordinaten-
achsen eine unsymmetrische Lage haben, zur Ableitung der
Gleichung 99) benutzt, sie kommen jedoch in der Gleichung
selbst gar nicht mehr vor. Dieselbe enthilt vielmehr bloB
GrdBen, welche sich bei zyklischer Vertauschung der Ko-
ordinatenachsen selbst zyklisch vertauschen.

Genau so wie wir die Gleichung 99) ableiteten, hitte
man eine andere Gleichung ableiten kénnen, indem man
den Winkel der beiden Abszissenachsen mit C, die Winkel
der y- resp. #-Achse mit der Durchschnittslinie der beiden
yxEbenen mit A4 resp. B bezeichnet hitte. Dann hitte
man dieselbe Gleichung erhalten; nur wiren darin die
GroBen 4, u, v, ferner die GriBen D, E, F und ebenso
G, H, J untereinander zyklisch vertauscht. Es werden also
jedenfalls auch noch die beiden durch zyklische Vertauschung
aus 99) folgenden Gleichungen

d (8T orT orT
1o IW(_GT)="W"'"?7+D

d (6T or or

( E?(W)=}'a_w"’”a‘[+E

lichtig sein mtissen. Hierbei ist nach 95)

oT , ,

S eGA—Tu—H

orT , ,

orT

W=_H’l— G,[‘+J'l/,



62 IL §17. Spesialfulle. [GL 108

daher:
102) 73—1 - = py(H=J)+ G (p*—»3+ H Ap—J’
Withlt man dm beweglichen Koordinatenachsen so,
sie Haupttrigheitsachsen des festen Korpers sind, was 1
natiirlich immer tun wird, wenn nicht ganz spezielle Grii
dagegen sprechen, so wird G' = H' = J' = 0, daher
T 0T =Hy arT =Jv,

103) = Ga, e ' By
und die Gleichungen 99) und 100) verwandeln sich in:
di

104) A —GAv+ E
I3 = (G —Hip+ F.

Diese Gleichungen heien die Eulerschen Gleichun,
Sie bestimmen zuniichst 4, u, » als Funktionen der Zeit
man hat dann noch 4, B und C durch Integration
Gleichungen 94) als Funktionen der Zeit zu berechnen,
durch erst die Bestimmung der Bewegung des Kérpers, ¢
seiner Lage zu jeder Zeit gelungen ist, eine Aufgabe,
freilich hiufig dadurch erschwert wird, daB man die .
mente D, E, F der Krifte erst berechnen kann, wenn 1
die Bewegung des Kérpers im Raume selbst schon ke

§ 17. Behandlung dreier einfacher Spezialfille.

Aus den Gleichungen 104) ist sofort folgendes
sichtlich:

1. Wenn die drei Haupttrigheitsmomente G, H un
verschieden sind, und keine #uBeren Kriifte wirken, :
D =E= F=0 ist, so kénnen die Gleichungen

di dy dr _ 0

at = dit = dt
nur dann bestehen, d. h. die Rotationsachse kann ihre L
gegen den Kérper nur dann unveréindert beibehalten, w
entweder p=v=0 oder A=v=0 oder A=p =0
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ib wenn die Drehung um eine der drei Haupttrigheits-
B uhen stattfindet. KEs stimmt dies mit dem im L Teile,
§60 gefundenen Resultate tiberein, daB, wenn ein Korper
m eine unveriinderliche Achse rotiert, die nicht Haupt-
igheitsachse ist, stets Krifte auf diese Achse wirken
nlssen.

2. Wenn alle drei Haupttriigheitsmomente gleich sind,
w werden die Gleichungen 104) voneinander unabhingig
und jede derselben stimmt mit der Gleichung fiberein,
welche wir fir die Drehung um eine feste Achse erhalten
bben. Es wird also dann die Drehung um eine der Ko-
ordinatenachsen durch die Drehung um die beiden anderen
Koordinatenachsen nicht beeinflut (als nur dadurch, daB
durch jene anderen Drehungen etwa die Momente der Krifte
besiiglich der ersten Koordinatenachse geiindert werden).

Die Drehung um jede der Koordinatenachsen geschieht
a0 genau so, als ob der Korper nur um diese Achse
drehbar wiare und in jedem Zeitmomente das gleiche
Drehungsmoment um dieselbe drehend wirken wiirde. Wenn
LB, keine ZuBeren Krifte wirken, so geschieht die Drehung
un jede der Koordinatenachsen mit komstanter Winkel-
geschwindigkeit.

3. Es sollen zwei Haupttrigheitsmomente untereinander
gleich, z. B. G = H, das dritte aber davon verschieden sein
ud keine AuBeren Krifte auf den Korper wirken, also
D=F=F=0 sein. Dann folgt aus der letzten der
@leichangen 104) v = konst.; die beiden anderen aber ver-
vandeln sich, wenn man setzt

=Gy

105) I ~¢

In

di du
d_t=—h”’ W"hl’

¥oraus man ohne Schwierigkeit findet:
108) 2A=scos[h(t+17)], p=isin[h(t+ 7).
fwd z sind die beiden Integrationskonstanten.

Wir wollen nun die geometrische Bedeutung der GréBen
@1, Hy und Jy aufsuchen und zwar nicht ko8 in diesem
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speziellen, sondern im ganz allgemeinen in diesem Abschniti
behandelten Falle. Irgend ein Massenteilchen m des feste
Korpers befinde sich zur Zeit ¢ im Punkte 4 des Raume
und gelange infolge der Drehung Ad¢ nach B. Die Projel
tionen dieser beiden Punkte auf eine fixe Ebene, welche zt
Zeit ¢ mit der 7¢-Ebene zusammenfillt, seien 4’ und 5
Dann ist 4' B = 0 4'.4.d¢t. Die doppelte Fliche des Dreieck
OA4' B aber ist 04'%.A4.dt. Daher ist das, was wir in § 8
des I Teiles das Flichenmoment der Masse m beziiglich d
Achse O§ genannt haben, gleich 7.0 4’3, 4, und die Sumnx
der Flichenmomente aller Massenteilchen des Korpers b
ziiglich der Achse Of ist A.>m04'*=GA. Man siel
leicht, daB durch die Drehungen pdt und vd¢ jedes diese
Flichenmomente nur um einen verschwindenden Betrs
geéindert wird. Ebenso sind Hy und Jv die Summen d«
Flachenmomente aller Massenteilchen des Korpers beziiglic
der Achsen O%n und O¢.

Diesen drei GroBen sind (ebenfalls nach dem in § £
des L Teiles Auseinandergesetzten) zur Zeit ¢ die Kosint
der drei Winkel proportional, welche diejenige Achse m
den drei Koordinatenachsen bildet, beziiglich welcher d
Summe der Flichenmomente aller Massenteilchen d
Kérpers ein Maximum ist.

Nun kehren wir zu dem jetzt behandelten speziellen Fal
zuriick. Da keine #uBeren Krifte wirken, ist die Lage dies
Achse unveréinderlich im Raume (vergl. wieder § 31 d
L Teiles). Wir wollen diejenige Hilfte derselben, um welcl
die Drehung im positiven Sinne geschieht, als die positi:
O Z-Achse wihlen. Dann ist also der Kosinus und Sint
des Winkes der beiden x-Achsen:

Jy : Jr y G
= = ’ =
VG”""'H’!""'J. 2 Val 24 J2 VG’1’+J

Diese Ausdriicke, daher auch der Winkel der beiden z-Achse:
sind konstant.

Es soll nun die positive O {-Achse in dem Sinne gezoge
werden, daB » positiv ist. Die Lage, welche die Achse d¢
zu v senkrechten Winkelgeschwindigkeit JA? 4 p? =+ 2

107 o
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Anfang der Zeit hat, wihlen wir als O&-Achse und ziehen
sie wieder in dem Sinne, daB die Drehung des Kérpers um
die positive O &-Achse zu Anfang der Zeit im positiven
Sinne geschieht. Dann ist fiir ¢ =0, g =0 und 4 positiv,
daher in den Gleichungen 106) z = 0 und s positiv. Da
such die Drehung um O Z im positiven Sinne geschieht, so
liegt zu Anfang, und daher immer C zwischen 0° und 90°
ud es ist in den Gleichungen 107) die Wurzel mit posi-
tivem Zeichen zu nehmen.
Die Gleichungen 94) liefern ferner:

. dA . e dA
10 l=zcos(ht)=—ﬂyw, p=zsm(ht)=byﬁ,
dA dB
v—-konst.—cdt -
Aus den beiden ersten dieser Gleichungen folgt
%—-:I: B=nhtF 909,

wo die oberen oder unteren Zeichen zusammengehdren.
Aus der letzten der Gleichungen 108) folgt

U=-|_-%-—h,

oder, wenn man die Werte ¢ und y aus 107) substituiert:

v=;|:iG—'——h

Damit dies mit 105) stimmt, milssen die oberen Zeichen
gewiihlt werden, und man hat:

B=ht =900, A=tipa=YETETN 4,

Die invariable Achse O Z liegt anfangs in der & Z-Ebene
wischen der positiven §- und positiven {-Achse, da die
Komponente der Drehung um alle diese drei Achsen fiir
t=0 positiv ist; daher fillt O R mit der negativen O7-Achse
“wammen, da um O R die Drehung von + O Z gegen + O,
alo in unserem Falle auch von + O§ gegen + O eine
Positive sein soll; denn bei einer positiven Drehung um OR
m ¢ wachsen. Legen wir die O Y-Achse in die Richtung,
die anfangs O hat, also die O X-Achse in die a.nfanghche
Boltsmann, Mechanik II
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ist, da die linke Seite dieser Gleichung die doppelte
lebendige Kraft des Korpers darstellt.

Multipliziert man von den Gleichungen 109) die erste
mit GA, die zweite mit Hyu, die dritte mit J», und addiert
wieder, 80 folgt in derselben Weise
111) GRA3 + HPpd 4 J39d = B2,
wobei 2 eine zweite Integrationskonstante darstellt. Da
Gl Hp und Jy die Flichenmomente der gesamten Masse
des Korpers beziiglich der Achsen 0§, Oy und O{ sind
(vergl. § 17, Punkt 3), so ist ~ das maximale Flichenmoment
des Korpers, also dessen Flichenmoment beziiglich der in-
variabeln Achse K (vergl. I. Teil, § 81), deren Winkel mit
den beweglichen Koordinatenachsen durch die Gleichungen

1 1
11 cos (K, §)=TG.1, cos (K, n) = 5 Hp,
cos(K, {) = %Jﬁ

gegeben sind. Ziehen wir sie immer in dem Sinne, daB
das Flachenmoment des Kérpers beziiglich derselben positiv
ist, so haben wir 2 mit positiven Vorzeichen zu wihlen, und
die Kosinus der Formel 112) haben dasselbe Vorzeichen
Wie A resp. p und ».

Die invariable Achse K behilt wihrend der ganzen
Bewegung ihre Lage im Raume unveranderlich bei. Dagegen
tind die Kosinus 112) verinderlich, da die Achsen O§, O,
0¢ sich mit dem Koérper mitbewegen und daher ihre Lage
im Raume fortwihrend #ndern.

Durch Elimination von » resp. von p aus den Glei-
thungen 110) und 111) erhalten wir u resp. » durch A aus-
gedriickt. Substituieren wir die betreffenden Werte von p
ud v in die erste der Gleichungen 109), so erhalten wir:

diGVHJ
VR -BTl+ G- V[P H- - GH- A '
Es werden also die GroBen A, g, v im allgemeinen durch
elliptische Funktionen der Zeit dargestellt.
Den speziellen Fall, wo zwei Haupttrigheitsmomente

einander gleich sind, wo sich also die Funktionen auf trigono-
6.
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— et =, e
115) === 9= £=—+
die Koordinaten seines Endpunktes . Da dieser Punkt
auf dem Trigheitsellipsoide liegt, so erfiillen diese Werte die
Gleichungen 114). Es ist also:

(2T a(s2) oo() -

woraus folgt:
116) o=kop,

i

Die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit o ist also
in jedem Momente proportional der Linge desjenigen Halb-
messers des Trigheitsellipsoides, welcher die Richtung der
augenblicklichen Drehungsachse hat.

Wir wollen noch im Punkte £ eine Tangentialebene T
an das Trigheitsellipsoid legen. Die von O auf die Ebene T
gefillte Normale habe die Linge p und bilde mit den Ko-
ordinatenachsen die Winkel (p, &), (p, 7), (p, &)-

Wir machen nun von folgendem bekannten Satze der
analytischen Geometrie Gebrauch. Wihlt man die Achsen
eines beliebigen Ellipsoides, dessen Halbachsen a, b, ¢ sind,
alsKoordinatenachsen, zieht vom Mittelpunkte des Ellipsoides
auf die im Punkte mit den Koordinaten &, 7, { an dasselbe
errichtete Tangentialebene eine Senkrechte, so hat diese die
Liinge ~
1

P=—7E =
&

und bildet mit den Koordinatenachsen Winkel, deren Kosinus

s
—tuta

008(’), §) = E,E—;{ ’ COS pt 1] ——
R l/a‘+
cos(p, ) = —
, et 52 + Z4 +C—2

sind. In unserem Falle sind dxe Halbachsen:
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a=1[yYG, b=1|yH, e=1]}J.
Da & der Beriihrungspunkt ist, so sind auch fir §, 4, Z=
die Werte 117) einzusetzen, und es wird:

ik Gi
p= co8(pf)=—

W(P7§)=JIT"

Die erste Formel zeigt, daB die Linge p der von O auf disssst
Tangentialebene T gefallten Senkrechten im Verlaufe de— !
Bewegung der Korper konstant bleibt, die drei iibrigen, dafm
auch die Richtung dieser Senkrechten im Raume, dahe ==
auch relativ gegen die fixen Koordinatenachsen unverinder—
lich bleibt. Denn diese Senkrechte hat die Richtung desssmr
invariablen Achse, da ja die fir cos(p, §), cos(p, %) un d
cos(p, {) gefundenen Werte mit denen identisch sind, di__ e
wir fir die Kosinus der Winkel fanden, welche die invariabk.__e
Achse mit den beweglichen Koordinatenachsen bildet.

Wenn wir daher in der Richtung der invariablen Achs==e
nach der Seite hin, um welche das maximale Flichex—a-
moment mit positivem Zeichen erscheint, vom Punkte O aims
die Strecke k/h auftragen und durch ihren Endpunkt eirme
zur invariablen Achse senkrechte Ebene 7T legen, so wim—d
diese Ebene wahrend der ganzen Bewegung des Kdrpexs
vom Trigheitsellipsoid beriihrt.

Wir berufen uns ferner auf folgenden allgemeinen
phoronomischen Satz. Es seien uns zwei beliebige bewegte
Korper gegeben, die sich in einem Momente in einem Punkte |
berithren, an dem die Oberfliche keines der beiden Kérper i
eine Kante oder Spitze hat. KEs sind drei Fille méglich:
1. In der Relativbewegung des zweiten Korpers gegen den
ersten Korper ist die Komponente der Geschwindigkeit des-
jenigen Punktes P des zweiten Korpers, in dem dieser den
ersten beriihrt, normal zur Beriihrungsebene von Null ver-
schieden. Sie muB, da wir die Gestalt der Korper als
unverinderlich voraussetzen, in bezug auf den ersten Korper
nach auBen gerichtet sein, die beiden Korper trennen sich
(wenigstens an dieser Stelle). Diese Geschwindigkeit mub

H
» cos(p, 1) = : ’

118)

LN AN - =
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§ 20. Poloide, Serpoloide.

Die Bahn des festen Kérpers, d. h. der Inbegriff der suk—
zessiven Lagen, die er im Verlaufe der Zeit annimmt, sowie auck
der sukzessiven Lagen der augenblicklichen Drehungsachse
ist durch die Gestalt und GroBe des Triigheitsellipsoides und
den Wert des Verhiltnisses k/A vollstindig bestimmt. Die
Winkelgeschwindigkeit der Drehung ist gleich dem mit %
multiplizierten Halbmesser ¢ des Trigheitsellipsoides, dessemn
Endpunkt in der Ebene 7T liegt. Um daher die Geschwindigg-
keit des Ko6rpers in seiner Bahn bestimmen zu kénnen, mu 8
man % und % separat kennen. Die Punkte, in denen nach-
einander die Bertihrung des Trigheitsellipsoides und der
Ebene 7T stattfindet, bilden sowohl auf dem Ellipsoide als
auch auf der Ebene eine kontinuierliche Kurve. Die erstere
Kurve heiBit die Poloide, die letztere die Serpoloide. Die
Poloide hat eine lemniskatenartige Gestalt und besteht auas
einem zusammenhiéngenden Zuge oder aus zwei abgesom-
derten Teilen. Die Serpoloide ist eine sternartige ge-
schlossene oder ungeschlossene Kurve, ihnlich den in den
Figg. 10, 11 etc. des I. Teiles, § 22 dargestellten Bahnen
bei der Zentralbewegung.

Die Poloide ist der geometrische Ort aller Durcl-
schnittpunkte der augenblicklichen Drehungsachse mit der
Oberfliche des Trigheitsellipsoides. Bezeichnen wir wie imn
vorigen Paragraph mit &, 7, { die Koordinaten eines dieser
Punkte (des Punktes ), so folgt aus den Gleichungen 11 1)
und 117):

62§2+H21]2+J2§’= %:_’

Der Punkt £ liegt also auch noch auf dem durch
diese Gleichung dargestellten Ellipsoide, dessen Halbachsen
der Richtung nach mit denen des Trigheitsellipsoides zu-
sammenfallen, aber die Lingen haben:

LI I
kG’ kH’' kJ°
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Das letztere Ellipsoid ist also gestreckter, d. h. es weicht
von der Kugelgestalt stirker ab als das Tragheitsellipsoid.

Die Durchschnittslinie der beiden Ellipsoide ist die
Poloide. Es mogen beide Ellipsoide dreiachsig sein
und zwar sei G < H< J, so daB also zur Achse O§ die
groBte Halbachse beider Ellipsoide und das kleinste Trig-
heitsmoment des Korpers gehort. Dieser soll nun unver-
indert bleiben und wir studieren verschiedene Bewegungen
desselben, wobei die Anfangslage .der augenblicklichen
Drehungsachse, also das Verhaltnis 4k wechseln soll, welches
ja von den Anfangsgeschwindigkeiten der Teilchen des Kor-
pers abhingt. Dann bleibt also das Triigheitsellipsoid un-
verandert und auch das zweite Ellipsoid bleibt dhnlich zu
sich selbst und #ndert nur seine absolute Grofe.

Solange h/k < }/@ ist, sind alle drei Halbachsen des-
selben kleiner als die des Trigheitsellipsoides; es liegt also
das zweite Ellipsoid ganz innerhalb des Trigheitsellipsoides
und die betreffenden Werte der Konstanten entsprechen
keiner moglichen Bewegung. Wird 4/k = J/@, so beriihren
sich beide Ellipsoide an den beiden Polen der groBen
Achse. Der Korper dreht sich also mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit um die Achse des kleinsten Trigheits-
momentes. Ist 4/k ein wenig groBer, so beginnen sich beide
Ellipsoide ein wenig zu schneiden und zwar anfangs in zwei
ganz kleinen, die beiden genannten Pole umgebenden Kurven.
Die augenblickliche Drehungsachse bleibt also immer ganz
nahe der Achse des kleinsten Trigheitsmomentes. Mit
wachsendem Werte von 4 [k wichst auch das zweite Ellipsoid.
Die beiden Schnittkurven entfernen sich immer mehr von
den beiden Polen der groBten Achse und vereinigen sich
endlich zu einer einzigen Kurve, welche sich an zwei mit
den Polen der mittleren Achse des Trigheitsellipsoides zu-
sammenfallenden Punkten selbst durchschneidet und in der
Form der sich selbst durchschneidenden Lemniskate shnelt.
Die Drehung kann zwar auch mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit um eine Achse stattfinden, welche die Rich-
tung der mittleren Halbachse des Trigheitsellipsoides hat,

aber die augenblickliche Drehungsachse kann sich nicht in
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bei der ohne EinfluB von Kriiften nach den Gesetzen der
Mechanik erfolgenden Bewegung des Korpers ausfithren
wiirde,

Legt man durch die Serpoloide einen im Raume festen
Kegel, durch die Poloide einen fest mit dem bewegten
Korper verbundenen Kegel, welche beide ihre Spitze im
festen Punkte O haben, so rollt wihrend der Bewegung der
letztere Kegel auf dem ersteren.

Man kann auch aus dieser Konstruktion die schon ge-
findenen Sitze tiber die Stabilitit der Rotation um die
Achse groBten und kleinsten Tragheitsmomentes und die
Labilitat der Rotation um die Achse des mittleren Haupt-
trigheitsmomentes herleiten. Wenn sich ndmlich der Koérper
anfangs um eine Achse drehte, die mit der groBten Achse
des Triigheitsellipsoides einen sehr kleinen Winkel bildet
(d. b. einen Winkel der klein ist gegen den Quotienten der
groBten Halbachse in die Differenz der groBten und mittleren
Halbachse), so ist p nur wenig kleiner als die groBte Halb-
achse des Trigheitsellipsoides und alle Halbmesser des-
selben, welche erhebliche Winkel mit der groBten Achse
bilden, sind kleiner als p, reichen daher nicht bis zur Ebene T.
Die Drehung muB also immer um eine Achse geschehen,
die sehr nahe der groBten Halbachse liegt, diese ist stabile
Rotationsachse. Man kann auch sagen: Wenn sie anfangs
Rotationsachse ist und dann eine sehr kleine, nur wihrend
kurzer Zeit wirkende storende Kraft auf den Korper wirkt,
so weicht die gestdrte Bewegung nach Aufhoren der storen-
den Kraft fiir alle spiitere Zeit nur sehr wenig von der
urspriinglichen ab.

Man beweist ebenso, daB auch die kleinste Achse des
Triagheitsellipsoides in demselben Sinne eine stabile Rota-
tionsachse ist. Die Rotation kann auch eine beliebig lange
Zeit hindurch gleichférmig um die mittlere Achse des Trig-
heitsellipsoides geschehen. Tritt aber dann durch kurze
Zeit eine kleine storende Kraft auf, so geschieht nach ihrem
Verschwinden die Rotation nicht mehr genau um die mittlere
Achse. Die Gestalt der Poloide gleicht dann der einer
Lemniskate, die sich nahezu an der Stelle, wo die mittlere
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Achse die Ellipsoidfliche trifft, selbst schneidet, die der
Serpoloide einer Spirale dhnlich der Bahn bei der Zentral-
bewegung, die dem FuBpunkte der Senkrechten p beliebig
nahe kommen und sich beliebig oft um ihn herumschlingen
kann und dann wieder davon entfernt. Die augenblickliche
Drehungsachse entfernt sich daher immer mehr und schlieB-
lich um endliches von der mittleren Achse des Trigheits-
ellipsoides. Man sagt, die Rotation um diese kann zwar
andauern, ist aber labil.

Falls das Trigheitsellipsoid ein Rotationsellipsoid ist,
sieht man leicht, wie diese geometrische Darstellung wieder
zu den Resultaten fithrt, die wir schon in § 17 analytisch
ableiteten.

§ 21. Allgemeine G@leichungen fiir die Drehung eines
schweren Rotationskérpers um einen festen Punkt.

Wir haben den Fall, daB zwei Haupttrigheitsmomente
eines um einen festen Punkt beliebig beweglichen festen
Korpers beziiglich dieses Punktes untereinander gleich sind,
schon in § 17 ausfiihrlich unter der Voraussetzung diskutiert,
daB keine #uBercn Krifte wirken. Wir kehren zu diesem
Falle, weil er der physikalisch wichtigste ist, nochmals
zuriick und setzen zundchst allgemein die Wirksamkeit ganz
beliebiger #uBerer Krifte voraus. Spiter werden wir be-
sonders auf die Schwerkraft unser Augenmerk richten.

Wir wihlen die Achse des von den beiden anderen
verschiedenen Tragheitsmomentes zur O¢-Achse, so daB
also @ = H ist und die allgemeinen Gleichungen 104)
folgendermaBen lauten:

D=GN+(T— Qpuv
119) E=Gy —(J— Gy

F=Jv.
Wir wollen blo8 das Drehungsmoment ¥ um die Achse 0!
in unseren Rechnungen belassen, es aber aus einem sogleich

ersichtlichen Grunde mit — 9B bezeichnen. Statt D und E
aber wollen wir die Drehmomente € und A der #uBeren

.
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Krifte um die Achsen O R und O Z einfithren. Man findet
aus den rechtwinkligen sphérischen Dreiecken § RZ und
7 RZ der Fig. 1, § 13, Seite 53 leicht
1200 cos(0§,02)=— By, cos(0n,0Z)=by
(vergl. das spiter vorkommende Schema 139) § 23). KEs
ist also:

€ = Db+ EB,

AN=—DBy+ Eby + Fe.

Wir wollen hier fir D, E, F, die Werte 119), darin aber
fir 4, u, v die Werte 94) und fiir 2, ', » die daraus durch
Differentiation nach der Zeit folgenden Werte:

V=—fyd" +bC" —byAd B —Bed C —BBC
W=byAd" +BC —fyAB +bed C +bBC
”’=6Al,—B”—7A,0,

substituieren. Es folgt:

C=G(C" —cydD)+Jy(cd?— 4 B)

W= L[4 —oB)+ Gy a] =

121) =J(?4” —¢B" —2cyAC +yB C)+

+ G(y?4" + 2¢y 4 0)
B=J 2 (—0d +B)=J(—oca"+B" +740)

Man hitte diese Relationen leicht direkt aus den La-
grangeschen Bewegungsgleichungen 43) in der folgenden
Weise erhalten konnen. Man sieht sofort, daB nach der
durch Gleichung 32) ausgedriickten Definition der verall-
gemeinerten Kraft die GroBen %, B und € die verallgemei-
lerten Krifte nach den Koordinaten 4, B und C sind. Es
liforn daher die Lagrangeschen Gleichungen:

4 8T 8T _

dt 94 04

122 4 8T oT _
) ii 38 " 9B =3
¢ 0T _ 3T _

dt 90 8 C
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Nun ist aber die lebendige Kraft:
T= %(l’ + ud) + %w’.
Die Substitution der Werte 94) gibt:
123) T=2p a2y 004 Lt - B

Die Einfiilhrung dieses Wertes in die Gleichungen 122)
liefert sofort die Gleichungen 121). Es ist mir nicht ganz
verstindlich, warum Helmholtz, welcher dieselben Glei-
chungen nach der letzteren Methode entwickelt hat, sagt?)
das Moment 8 (Helmholtz nennt es C) miisse seinen Stiitz-
punkt am inneren beweglichen Ringe der kardanischen Auf-
héingung haben, durch welche er sich die freie Beweglich-
keit des Korpers um einen Punkt vermittelt denkt. Fir
die bloBe Tatsache, daB die Achse des Momentes B sich
mit der Achse des groBten Haupttrigheitsmomentes des
Kérpers mitbewegen muB, ist doch dieser Ausdruck nicht
ganz der richtige.

Falls das Moment der auf den festen Korper wirkenden
duBeren Krifte zu allen Zeiten beziiglich der Achse O des
von den beiden anderen verschiedenen Haupttrigheits-
momentes gleich Null ist, was z. B. immer der Fall ist,
wenn die Angriffspunkte aller duBeren Krifte auf dieser
Achse liegen, ist 8 = 0, und die dritte der Gleichungen 121)
liefert:

124) cA — B’ = v = konst.

Die Gleichungen 121) vereinfachen sich dann und man

erhilt:

A= dit(Jvc + Gy24)
C=GC" —cyd)+Jyvd.
Wir spezialisieren nun diese Formeln weiter, indem

wir annehmen, daB auf den in Rede stehenden Kérper, der
beziiglich des Drehpunktes zwei gleiche Haupttrigheits-

125)

) Helmholtz, Die physikalische Bedeutung des Prinzips der
kleinsten Wirkung, Borchardts Journ. Bd. 100, S. 154; Ges. Abh.
Bd. 3, S. 223.
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momente hat, nur eine einzige Kraft p von unverander-
licher GréBe und Richtung wirkt, deren Angriffspunkt auf
der durch den Drehpunkt gehenden Haupttrigheitsachse
0¢ liegt, der das verschiedene Haupttriigheitsmoment ent-
spricht. Dieser Fall ist z. B. realisiert, wenn bloB die
Schwere auf den Korper wirkt und sein Schwerpunkt in
0¢ liegt.

Wir wihlen die unverinderliche Richtung der Kraft
zur negativen fixen O Z-Achse, ziehen also im Falle der
Schwere die positive fixe O Z-Achse vertikal nach aufwirts.
Ferner wahlen wir diejenige Halbachse, auf welcher der
Angriffspunkt der Kraft p, also im Falle der Schwere der
Schwerpunkt liegt, als positive O¢-Achse und bezeichnen
dessen Entfernung vom Drehpunkte mit I, so daB also im
Falle der Schwere p das Gewicht des Kérpers und ! die
Entfernung des Schwerpunktes vom Drehpunkte ist. Die
Kraft p bt jetzt nur ein Moment ply aus, welches den
Winkel ¢ zu vergroBern sucht, keines in der Richtung der
Winkel 4 oder B. Es ist also:

A=B=0, C=ply,

ind die Gleichungen 125) verwandeln sich in

12¢) Jve+ GpP A =x,

127) G(C"—cyA) + Jvy A =ply,

Wobei x eine Konstante ist. Dazu kommt noch die Glei-
chung 124).

GA, Hu und Jv sind die Flichenmomente des Kor-
Pers beziiglich der Richtungen, welche die Achsen O§, O7,
O ¢ augenblicklich im Raume haben.

12g G A cos(z, &) + Hpcos(z, 1) + Jv cos(z, £)

ist also das Flichenmoment des Korpers beziiglich der fixen
Achse 0 Z. Nun ist cos(x,)=¢, cos(z, &= —@B7, cos(x, 7)=by
(vergl. Gleichung 120) und das Schema 139) des § 23).
Substitniert man noch fir A, p, » die Werte 94), so geht
der Ausdruck 128) in die linke Seite der Gleichung 126)
Uber, Letztere Gleichung besagt also, daB das Flachen-
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moment des Korpers beziiglich der Achse O Z konstant ist,
was selbstverstiindlich ist, da ja die Kraft p beziiglich dieser
Achse stets das Moment Null hat.

Dazu kommt noch die Gleichung der lebendigen Kraft,
welche wir am einfachsten in folgender Weise gewinnen.
Wir multiplizieren die Gleichung 127) mit ¢’ und addieren
dazu die mit 4" multiplizierte Ableitung der Gleichung 126)
nach ¢ Es folgt:

GOC +y? A A" +eyCAY)Y=plyC
und daraus durch Integration
129) G(C?+y24d)+2ple=y,

wobei y eine neue Integrationskonstante ist. DaB dies in
der Tat nichts anderes als die Gleichung der lebendigen
Kraft ist, erkennt man leicht folgendermaSen. Da » kon-
stant ist, reduziert sich der veriinderliche Teil der leben-
digen Kraft auf } G (A% + u?), was gem#B der Gleichungen 94)
gleich 1 G(C? + y24’% ist. Die Arbeit der Kraft aber ist
/'pl;/dt—-—plc+konst

Eliminiert man aus den Gleichungen 126) und 129) die
GroéBe 4, so erhilt man d¢ durch einen Differentialausdruck
gegeben, der nur C und dC enthilt. Die Substitution des so
erhaltenen Ausdruckes fiir d¢ in Gleichung 126) liefert auch d 4
in Form eines Differentialausdruckes, der nur C und d C ent-
halt. Die Integration des ersten Differentialausdruckes liefert
C als elliptische Function von ¢, die des zweiten C als ellip-
tische Funktion von 4. Wir fiihren dies hier nicht weiter
aus, sondern wollen nur in einiger noch spezielleren Fillen
den Typus der Erscheinungen aus den Gleichungen her-
leiten.

§ 22. Spezialfille.

I Fir » =0 gehen die Gleichungen 126) und 129) im
die Bewegungsgleichungen eines gewdhnlichen physischems
Pendels itber, das unter dem KEinflusse der Schwerkrafk
allein um einen festen Punkt drehbar ist und folgende Be—
dingungen erfiillt:
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a8 den Gleichungen 94) abgeleiteten Werte von di/d¢ und

dp/dt in die beiden ersten der Gleichungen 119), so folgt:
—byGAB =(G—J)vbyd +plyd
—PrGAB =(G—-J)vByA +ply§.

Diese beiden Gleichungen sind identisch. Durch Kiirzung

der ersten mit by oder der zweiten mit §y folgt mit Rick-

sicht auf 124):

134) Ged2—Jvdd +pl=0
, _ Jvx YJ*»¥ —4Gepl
185) A = G .

Sei zuerst C gleich 180° — &, wobei ¢ < 909 ist, 80 wird:

_ =Jv+ VI +4Gplcoss
- 2@Gcoss )

AI

Fir » = 0 entspricht dies einem gewdhnlichen so-
genannten Kreispendel, d. h. einem Pendel, dessen Schwer-
punkt sich in einem horizontalen Kreise bewegt. Die Dauer
eines Hinganges ist m/4’. Ist » von Null verschieden, so
enthilt das Kreispendel einen um die Verbindungslinie
seines Schwerpunktes und Aufhingepunktes ohne Reibung
rotierenden Korper. Die Schwingungsdauer ist dann ver-
Schieden, je nachdem das Pendel in der einen oder anderen
Richtung herumgeht. Der Zahlenwert von 4’ ist groBer,
daher die Schwingungsdauer kiirzer, wenn 4’ das entgegen-
gesesetzte Vorzeichen wie » hat, d. h. wenn der rotierende
Korper, dessen Achse mit der negativen O Z-Achse einen
Spitzen Winkel bildet, so daB ein positives » annihernd
einer gleichsinnigen Rotation wie ein abnehmendes 4 ent-
spricht, im gleichen Sinne rotiert als das Pendel herumgeht.
Dies haben wir fiir sehr kleine Entfernungen von der Ruhe-
lage schon sub II bewiesen und haben schon dort auf die
Analogie hingewiesen mit der Verschiedenheit der Fort-
Planzungsgeschwindigkeit des rechts und links zirkularen
Lic}:tes in Medien, welche die Polarisationsebene des Lichtes

en.

Fir ¢ = 90° wird die Umlaufsgeschwindigkeit fir die
Umlaufsrichtung, fir welche 4’ und » entgegengesetzt be-
zeichnet sind, unendlich, fir die andere gleich
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ox oY 0z .

139) OfF | uy=ab+eafe y=ab—afle | uy=—fy
1 09 v.=af—abe v,=af +abe v, =by

0t w,=eay wy=—ay w,=¢

Nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie
hat man ferner:

az’+uy’+u,’=l u+oitwi=1
»vz’ + vg’ +92=1 uy’ + vy’ + wy’ =1
140) 'g'oz’+wy’+w.’= 1 utodt+ui=1
U, %, + 9,9, + w,w, = 0 u,v, + u, v, + 0, = 0
w,%, + 0,9 +w,0, =0 vw +uw +uw=>0
w4, + 990 +ww =0 ovw + v, W, +v,w,=0
U, =00, — VW, V,=WU—W, U, W,=U0—U
U, SO0, — VW, Uy =W, — W, U, W= UV, — U,
1404 U, =00, 00y, U =W, —UW, 0, =0, 0, — U,
uﬂvz w@
u, v, w, | = 1,
u, v, w,

wobei in den Gleichungen 140a) das Zeichen wechseln
miBte, wenn das lateinische und griechische Koordinaten-
System nicht, wie in Schema 139) angenommen ist, kon-
gruent, sondern Spiegelbilder wiren. Hierfiir sowie fiir die
Formeln 140a) werden wir einen besonderen Beweis zu An-
fang des § 25 liefern. Alle diese Formeln folgen auch durch
Substitution der Werte des Schemas 139).

§24. Die Drehung, ausgedriickt durch die Differentiale der

Kosinus ‘der Winkel swischen den fixen und beweglichen
’ ' Achsen. ,

Wir bezeichnen nun mit %, v,, u, ... die Werte, welche

2? “®).

die Kosinus der Winkel zwischen den fixen und beweglichen
Koordinatenachsen sur Zeit ¢ haben, mit u,+ d u,, v,+dv,,
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die Achsen O X, OY, 0Z doppelt gezeichnet. Die ersten
ohne unteren Index sollen die oben besprochenen Drehungen
um die Winkel — Id¢, — md¢, — nd¢ machen. Die zweiten,
die wir mit 0X,, OY,, 02, bezeichnen wollen, sollen fix
im Raume und daher auch relativ gegen 0§, 09, 0¢ bleiben,
da wir jetzt auch die Lage der letzteren Achsen un-
verinderlich lassen. Die Drehung — !d¢ geschieht um die
Achse O0X. Durch dieselbe gehe OY in die Lage O Y
tiber, so daB man analog der Gleichung 141) hat:
48) —1dt=sin(0Y,0Y)=cos(0Y, 0%).
Durch die beiden Drehungen — md¢ und — nd¢ um

die Achse O Y, und O Z, soll die Gerade O Y’ in die Lagen
" 0Y" und OY"” tubergehen. Es ist dann O Y™ mit der
oben schon so bezeichneten Geraden identisch, und da durch
die beiden zuletzt erwihnten Drehungen der Kosinus sich
mir um unendlich Kleines zweiter Ordnung andert so folgt
aus Gleichung 148):
149) -~ co8(0Y", 02)=—ldt.
Da nun .
€8(02, 0§ =wu,, cos(0Z,0n)=v, cos(0Z%,0)=w,
ist, so folgt aus den Gleichungen 147)
©s(0Y", 02)=u(u,+du)+v,0,+dv) + w,(w, +dw),
worgus wir in Verbindung mit Gleichung 149), ganz wie wir
friiher die Gleichung 144) erhielten, finden:

. du, do, dw, do, dw,
150) l= =t =%~ = ydt"'”v 4t T

mit zwei analogen durch zykhsche Vertauschung gebildeten
Gleichungen. Wiirde man die im Schema 139) zusammen-
gestellten Werte fiir u,, v, y Uy oo hier substituieren, aus
diesen durch Diﬁ'erentiation nach der Zeit du,/d¢ ... bilden
und auch diese Werte substituieren, so wiirde man wieder
die Gleichungen 138) erhalten.

§ 25. Verschiedene andere Relationen.

Betrachtet man die drei unter den Gleichungen 140)
vorkommenden Gleichungen .
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G, =G +MB, B =H4+Mp, J,=J+Mp
G'=G+Mnl, H' =H+ME, J'=J+ Mgy

(vergl. Formel 149), § 57 des I. Teiles).

Die gesamte lebendige Kraft des Kdrpers ist nach dem
im I. Teile am Schlusse des § 64 entwickelten Theorem die
Summe der Ausdriicke 157) und 158), also wenn man noch
die Werte 156) substituiert:

159 {T=%[(u—m;u)'+(v—;z+sv)'+(w—§»+nz>'1+
+ 3@+ Hu2 + Jod)— Guy — H Ay — J Ap.

Wir wollen nun die Summe der Komponenten aller
auf den Korper wirkenden Krifte in den Richtungen der
beweglichen Koordinatenachsen mit X, ¥, Z bezeichnen.
Die GroBe X ist dann nach dem Schwerpunktssatze gleich
der Gesamtmasse M des Korpers multipliziert mit der Be-
schleunigung des Schwerpunktes in der Richtung, die mit
der Richtung zusammenfillt, welche die bewegliche Ab-
szissenachse gerade zur Zeit ¢ hat. Die Geschwindigkeits-
komponente des Schwerpunktes in dieser Richtung ist zur
Zeit t gleich . Zur Zeit t + r haben die beweglichen
Koordinatenachsen etwas andere Richtungen: £, &, 2, »,,
2,¢,. Die Komponenten der Geschwindigkeit des Schwer-
punktes in diesen Richtungen sind zur Zeit ¢ + z:

d dy d
P=¢+ T H=Xt T 1P1=1P+d—v;f-

Die Komponente der Geschwindigkeit des Schwerpunktes
zur Zeit ¢ + v in der Richtung, welche die bewegliche Ab-
szissenachse zur Zeit ¢ hatte, ist daher:

Py = p, 08 (R, 2, §) + x,c08(R§, 2, 1)+ ¢, cos (2§, 2, L)).

Nun ist bis auf unendlich Kleines hoherer Ordnung
cos(R§, 2 &)=1. Da wir ferner sahen, daB sich die
Drehungen der Parallelverschiebung einfach superponieren,
so ist analog mit 141) .

cos(2§, @, n)=—vz, co8(RE Qf)=npr,
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daher mit Vernachlissigung von unendlich Kleinem von der
Ordnung 7*:

¢=¢p+ r—zvt+1ppt

Die Beschleunigung des Schwerpunktes in der Richtung,
welche die bewegliche Abszissenachse zur Zeit ¢ hatte,
aber ist

. - d
hmy=7‘;~”l+l‘¢'
und da diese Beschleunigung mit M multipliziert gleich X
sein muB, so hat man schlieBlich:

Md'p =Mvy — Mpy+ X,

Diese Gleichung kann mit Riicksicht auf den Wert 159)
von 7 und die Werte 156) von ¢, v, 9 auch so geschrieben
werden

d o0 6 T
160) aF da = p 7w + X,
was mit der Gleichung 12) der 6. Vorlesung der Kirch-
h offschen Mechanik iibereinstimmt.
Da die Drehung um den Schwerpunkt genau so ge-
schieht, als ob dieser festgehalten wiire, so hat man ent-
sprechend den Gleichungen 99) und 100)

161) d aT, _ a1,

BT
o1 ="a, ~H5, tD

wobei D, das Drehungsmoment aller auf den Korper wirken-
den Krifte um eine der beweglichen Abszissenachsen par-
allel durch den Schwerpunkt gezogene Achse ist. Bezeichnen
wir mit D das Drehungsmoment derselben Kriifte beziiglich
einer Achse, die mit der Lage der beweglichen Abszissen-
achse zur Zeit ¢ zusammenfillt, so ist nach § 29 des I. Teiles:

D=D +7Z-(Y.
Wir kénnen daher die Gleichung 161) in der Form schreiben:

162 % o7 ;-,“;ﬂ—nz+gy+1>
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a=—cu,—fu —7yu
ist, daB aus 160) folgt
0T a T
9 g de +
und nimmt dazu die vier aus diesen belden Gleichungen
durch zyklische Vertauschung folgenden Gleichungen, so
ergibt sich unter Zuziehung der Gleichungen 140a):

m, = (8 u, —7uy) +(ﬂv yv’)-a—T
orT

"'(ﬂ"’-“”“’v)a—.; naz T+ 'By +”-a~

Setzt man den Differentialquotienten dieser GrdBe nach
der Zeit gem#f dem Fldchensatze gleich dem gesamten
Drehungsmoment - Dy, - aller. Kriifte beziiglich der fixen Ab-
szissenachse und bildet aus der betreffenden Gleichung durch
zyklische Vertauschung zwei neue Gleichungen, so erhilt
man das letzte System der fiir einen vollkommen freien
Korper geltenden Gleichungen. Man sieht sofort, daB es
unter Beriicksichtigung der Abweichungen unserer Bezeich-
nungen von denen Kirchhoffs mit dem Gleichungssysteme
identisch ist, welches dieser 1. ¢. mit Nummer 15 bezeichnet.

37’:

166)

III. Die verschiedenen Formen des Wirkungs-
prinzipes.

§ 27. Die Gleichungen, welche fiir nicht holonome genera-
lisierte Koordinaten an die Stelle der Lagrangeschen treten.

Ehe wir die allgemeine Diskussion der verschiedenen
Formen des Wirkungsprinzipes in Angriff nehmen, wollen
wir noch die Zusatzglieder berechnen, welche zu den La-
grangeschen Gleichungen hinzutreten, wenn die angewandten
generalisierten Koordinaten nicht holonom sind. Sie sind
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dann jedenfalls durch Gleichungen von der Form der Glei-
chungen 23) mit den rechtwinkligen verkniipft.

Wir nennen den aus diesen bei Konstanthaltung aller
p, folgenden Differentialquotienten von z, nach ¢ den par-
tiellen nach ¢ und bezeichnen ihn mit 6z,/d¢; eine analoge
Bedeutung hat dz,/dp,, so daB man also hat:

167) Sa-m, $2-m.
Aus denselben Gleichungen folgt:
168) oy = IT* + g}» oty,.

Dagegen ist bei Bildung der dz, die Zeit konstant zu
erhalten, so da man hat:

169) oz, = ?H{ 37,

Versteht man daher unter einem partiellen Differential-
quotienten der «/, einen solchen, wobei von den Variabeln ¢,
9, und p’, alle konstant erhalten werden, bis auf die eine,
nach welcher differenziert wird, 80 ist:

0w, oI azz*

1 o T

10) T T p‘,
Gw’. - a%

11 agh *T im

letzteres gemdB den Gleichungen 167). Durch Differentiation
derselben Gleichungen folgt:

d (0z,\ oI}
1 =
) dt(p.)_ Zazup‘

Es ist also:

dg, d (az,) o I* azz" : (a I azz")
Th @ op) = T~ 08 T 2P\ o)
‘Wir setzen nun kiirzehalber

aIm* oIt o m* azz*
173) a——'——h--f, e =5,
D at B om i
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G By

E: = lim dtdp,

ist.

Bezeichnet man die Faktoren, mit denen Lagrange die
Bedingungsgleichungen 6) multipliziert, mit u,, p, ... g, 80
folgt aus 6) und 4) in der bekannten Weise:

175) Xk=mgﬁ'+$lp‘§:, k=1,23...8n.

8n
Fithrt man in dem Ausdrucke giX,‘J z, statt der Jx,
die p, vermdge der Gleichungen 23) ein, welche in unserem
Falle liefern: dz, = $lII§ dp,, 8o erhilt man:

116) ﬁ;xx,azﬁi‘,xﬁkx,ﬂ: 3,

Der Koeffizient von dp, in dem Ausdrucke rechts soll,
wie bei holonomen generalisierten Koordinaten die nach der
Koordinate p, wirkende Kraft genannt und mit P, bezeichnet
werden, so daB man also hat

1) P,_=§rx,17: =3$}(mw¥+$‘m§:)ﬂzf;

letzteres gem#B der Gleichung 175)
Wir wollen nun, wie wir es bei Ableitung der La-
grangeschen (leichungen im vorigen Paragraphen taten,

den Ausdruck o, g—: nach der Zeit differenzieren. Es folgt:
d , axk - lla% , d 3&‘:;,
118) ar (B 55) =5 5+ g 55
Bei holonomen Koordinaten kann man offenbar ohne
Weiteres
CNLL A
dt \op) ~ Ops
setzen. Allein bei nichtholonomen ist dies micht mehr ge-
stattet. Denn es ist:

i
% = IT" + D% I pi,
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daher:
, k k
wogegen :
daher: =
.
o s loz) =2+ Sk,

ist. Man hat daher:
i Ba;. n0 / (K a8 it
dt(a’kap)_z"a:+ k+z"(d—"’_% ﬁﬁ)’

oder nach Gleichung 174):

180) .8 (. 0= ”d , 0, ,
) dt( ah)—zxa:'+wxap‘ zu(sﬁ+

[
! 3:51’&)'
1

Wir multiplizieren nun diese Gleichung mit m,, addiere

Bmg

beiderseits Zz,u,giﬁ und summieren schlieBlich bezd;
. 1 »
lich & von 1 bis 3.

Beginnen wir ganz links und schreiten zu immer mel
rechtsstehenden Gliedern der Gleichung 180) vor, so ist
1. nach Gleichung 171):

160 Stm (4, 52) - £ St SNALTL 3

g, hat die bekannte Bedeutung. Es ist das Mome
beziiglich der A-ten Koordinate und wird gebildet, inde
man die lebendige Kraft

8n
182) T=>Srmz}

als Funktion der p, und p’, ausdriickt und dann nach
partiell differenziert.

2. Wir betrachten zuniichst den Fall, daB die p,
Bedingungsgleichungen identisch erfiillen. Dann ist k
konstanter Zeit fir jedes ¢ (1,2...0):
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8n
183) p & dz, =0,

wenn sich die p, beliebig &ndern, daher auch, wenn alle
anderen bis auf eines, das wir wieder p, nennen wollen,
sowie die Zeit konstant bleiben. Mit anderen Worten, es
ist fir jeden Wert von ! und 4:

8n -
184) Zlg;g_::=o, 1=1,2,8..7. h=1,2,8...a
1

3. Nach Gleichung 177) ist:

8n

185) Z(W: + 24‘15,'.)3—:; =5,

4. Aus Gleichung 182) folgt:

3n
0, orT
1 il
86) 217"”‘1; z, o =~ p

Es ergibt sich also:
3n d
d oT / g
187 7“%=Ph+m“21“"""””("‘+ 1"***’”*)’

Es sei nun v, sowohl die GroBe als auch die Richtung
der Geschwindigkeit des r-ten materiellen Punktes, welcher
die Masse m, =m_,, =m_,, hat, so dab «,, 2/, , @, ,
die Komponenten von b_in den drei Koordinatenrichtungen
sind. Ferner seien u] und u’, die Richtungen und die durch
dtdp, resp. dp,dp, dividierten GroBender Geraden, welche
friher mit B} F, und A}; B;; bezeichnet wurden. Dann kann

han die Gleichung 187) auch in der Form schreiben:

) Wenn auch die Zeit ¢ wachsen wiirde, so wiirden die =
2udem etwas andere Funktionen der p werden und man hitte jetzt
fir jedes I:

8n
8ot + ;‘ksiaz, =0.
Diese Gleichung gilt jedoch fiir unsere jetzigen Betrachtungen

“i(fht, da mit allen bisher durch das Zeichen J bezeichneten Variationen
keine Vertinderung der Zeit verkniipft ist.
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190) $u;3p,=o, 1=1,2...0.

Die Gleichung 189) muB sich daher nach Einfahrung
der §p auf folgende reduzieren:

51"“21“ A dp, =0,
wobei die 4 jedenfalls ¢ lineare, voneinander unabhingige

Funktionen der u sind.

Die Faktoren p,, p, . . . g, wurden nun nach Lagrange
80 gewihlt, daB der Ausdruck

8n T
2( m.d;f.'+217#;§£)5%

1

fir alle Werte der 0=, verschwindet. Nach Einfilhrung der

generalisierten Koordinaten verwandelt sich dieser Aus-
druck in

E{Pk_ ‘:iq; + gT 2’”& (Ek'i' ZEM)
1

+ zl, ni}&ph—_-o
1

oder

E{Ph_ da a L S my, [u;cos(n,u;)+

1
+ 2“' cos (v u;‘)] + le n;} op, =0,
1 .

wobei wieder r die Werte 1, 4, 7...8n — 2 zu durchlaufen
hat. Wegen der fir die p getroffenen Wahl, aus welcher
analoge Eigenschaften fiir die 4 resultierten, muB die linke
Seite der letzten beiden Gleichungen fiir alle iiberhaupt
mdglichen Werte der dp, verschwinden und man erhilt die
Bewegungsgleichungen:
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sind. Alles tibrige denken wir uns dabei massenlos, 80 w
anderen den Riemen, resp. die Scheibe S.

Wir wollen die Bewegungsgleichungen nur in ¢
speziellen Falle ableiten, daB unser ganzes System
einem einzigen Massenpunkte von der Masse m best
welcher mit der Achse im unveriinderlichen Abstande r da
fest verbunden ist, um welche die Drehung mit der Win
geschwindigkeit w’ geschieht. Dann ist also K=0, L=1

Wir wihlen die Ebene, in welcher die Masse m rot
als Koordinatenebene, den Mittelpunkt des Kreises, in «
sie sich bewegt, als Koordinatenursprung, und bezeichnen
rechtwinkligen Koordinaten der Masse m zu irgend e
Zeit mit z,, z,.

Dann reduzieren sich die Gleichungen 28) auf
193) day = II'dp, + Hidp,, day,=II"dp, = II}dp
wobei

IIL=1I,=0, IIi=-—py2, IIi=puq.

Daraus folgt:
- e} .
aT""Pa 3E=""I’z @y
o I} EN
a‘,‘,;‘—""’:"l’a‘_ =%
o I3 113
a——pz ap P, %, "az—zl"']”
o m— g, = 00 _ 0T
13 =& =~ '_T"—
1 | o om)
Eu=—£“— apl ap’ -——zl.

L=ty =0, =0,=0, di=—zpnr,, d,=ap
Das Gleichungssystem 187) reduziert sich auf die bei
Gleichungen:

%%"—P"‘——'n[w’ @, +2,7)+
+ 2,0, 0, +11,0,)]

%”‘Pz"'%—m[zﬁ(@:m’l+z;,p',)+
+ 2,5, + 3,25

195)
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¥, G, substituiert. Da 7 und 7T dieselben Funktionen der
Zeit, der Koordinaten und der Geschwindigkeiten oder Momente
geblieben sind, so ist

200) oV = E%apﬁ— 1P, 5p,.
1 1
(0T o, , 0T

201) 6T=2\(mﬁph+a—m6ph).
1

Wir bezeichnen weiter mit p}, p's, a8, V,, T,, H, und
E, die Werte dieser GroBen fiir die untere Grenze ¢, der
Integrale 197) und 199). pi=yp + 0ps, Vs =p3+ op,
a3 =gqf +d¢7 aber seien die Werte der A-ten Koordinate,
Geschwindigkeit und des 4-ten Momentes bei der variierten
Bewegung zur gleichen Zeit #,. Ebenso seien pi, »'i, 4,
V,, T, H, und E, die Werte der entsprechenden Grd8en
fur die unvariierte Bewegung zur Zeit ¢, und pi =pi + Jpi,
vVi=pht+ 0p} und gf = ¢} + O¢i die Werte fir den der
Zeit t, entsprechenden Zustand der variierten Bewegung.

Wir setzen nun

&
202) . W= [ Hdt
t

und bilden auch das diesem Integrale entsprechende Integral
W= W0 W fiir die variierte Bewegung. In diesem letzteren
Integrale braucht aber die untere Grenze fir die Zeit nicht
mit der unteren Grenze ¢, der Zeit in dem fiir die unvari-
ierte Bewegung geltenden Integrale W zusammenzufallen,
sondern die erstere untere Grenze kann eine unendlich wenig
von ¢, verschiedene Zeit t, = ¢, + J¢, sein. Ebenso kann die
obere Grenze des Integrales B eine unendlich wenig von #
verschiedene Zeit t| =1, + 0¢ sein, so daB wir erhalten

t t
208) B=W+ 5W=f(‘1‘,—$8)dt=f$dt,
teo

in welcher Gleichung auch die unendlich kleinen Gheder
erster Ordnung gleich sein miissen.



H
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Nach den Regeln der Variationsrechnung hat man
unendlich Kleines zweiter und héherer Ordnung zu vernach-
lassigen und findet somit:

4
W= (T, —V,) 0 — (T,— V)3t — [(6T—3V)dt =
204) 4 .
= H 8t — H,dt, + [0 Hdt.
b

Wenn 7 und die n die Zeit nicht explizit enthalten, also fiir
skleronome durch skleronome Koordinaten bestimmte Systeme
kann man fibrigens ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
9%, =0 setzen. Man denkt sich dann die variierte Bewegung
zur selben Zeit beginnend, wie die unvariierte, was in diesem
Falle jhren Verlauf in keiner Weise indert. Die Variation
der oberen Grenze o t, muB dann gleich dem Betrage ge-

lacht werden, um wieviel die ganze Integrationszeit in dem
durch Formel 208) bestimmten Integrale %8 groBer ist, als
In dem durch Formel 202) gegebenen Integrale W.

4

Das Integral f 0 Hdt in Gleichung 204) hat nun genau

dieselbe Bedeutung wie in Gleichung 199). Wie dort kann
man in §H=90T—JV die Werte 200) und 201) substituieren,
die mit §p’ behafteten Glieder partiell integrieren und schlieB-
lich die infolge der Bewegungsgleichungen des Systems und
den Bedingungen sich auf Null reduzierenden Glieder weg-
lassen. Man erhilt dann wieder die Gleichung 199), nimlich

j‘ h=s
0Hdt =
Jomu=5]
Die Substitution dieses Wertes in die Gleichung 204)
aber liefert:
205) oW = E atl — H, ‘”o + 2“(9’1;51—;. - qoha_?oh)'
Man kann auch umgekehrt sagen, wenn man von irgend

einem Ubergange gewisser Anfangswerte zu gewissen End-
werten als der unvariierten Bewegung ausgeht und die

_ 4
2,0, | -
)
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§ 81. Allgemeine Gleichungen Jacobis.

Ehe wir jedoch hierzu iibergehen, wollen wir, Jacobi
folgend, unsere Gleichungen noch verallgemeinern. Wir
vorden zwar in den folgenden Paragraphen dieses Buches
mur Falle betrachten, wo 7 eine homogene quadratische
Funktion der p’ ist. Man st3Bt aber manchmal auf Glei-
chuigen, die sonst denen ganz analog sind, mit demen wir
es hier zu tun haben; nur daB die p’ in anderer Weise in T
enthalten sind. Es ist daher niitzlich, uns fiir einen Augen-
blick von jeder speziellen Annahme f{iber das Vorkommen
der ' in 7 unabhiingig zu machen.

Sei H eine ganz beliebige GroBe, welche in beliebiger
Weise 1. eine independente Variable, welche wir behufs
Vereinfachung der Sprechweise die Zeit nennen, 2. beliebige
Funktionen p,, p, . . . p, der Zeit und 3. deren Differential-
quotienten p,, p’s . . . p’, nach der Zeit enthalte. Die par-
tiellen Ableitungen des H nach den p’, welche natiirlich so
zu bilden sind, als ob die p, ' und ¢ independent wiiren,
bezeichnen wir mit g¢. Wir setzen also:

208) q,,=—§%, h=1,2...8

Durch diese s Gleichungen sind die ¢ als Funktionen
der p, p’ und der Zeit gegeben. Wir nehmen an, daB sich
daraus umgekehrt die ' als Funktionen der p, ¢ und der
Zeit finden lassen und daB sie dann in der Form erscheinen:
209) = 9.

Alle diese Ausdriicke konnen entwickelt werden, wenn
H gls Funktion der p,p’ und der Zeit gegeben ist. Wir
%etzen weiter: hee

21q) E=,§q,,p',,—H’

Ferner nehmen wir an, daB von der Zeit ¢, bis zur
Zeit t, die p, p’ und ¢ bestimmt sind durch ihre Anfangs-
Werte und folgende Diﬂ'erentialgleichungen

=0
21 1) d% =

A"W), ’

l=1
Wo der Index g des 0 ausdriickt, daB die partiellen Diffe-
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wihrend man annimmt, daB auch bei verinderlicher Masse
dz .
m—s = X ist.

Hamel (Karlsruhe) hat die Lagrangeschen Glei-
chungen nach einer anderen Seite hin verallgemeinert, in-
dem er statt der Momente lineare Funktionen derselben
(Momentoide) einfithrte, nachdem schon Lagrange und
Poisson gewisse allgemeine Formeln aufgestellt hatten, in
denen statt der Koordinaten und Momente irgend welche

Funktionen derselben eingefiigt erscheinen.

§ 32. Nochmals das Prinzip der stationiren Wirkung.

Wir gelangen in folgender Weise zunéchst wieder zum Prin-
zipe der stationéiren Wirkung. Wir lassen sowohl die untere
Grenze ¢, als auch die obere Grenze ¢ in Formel 207) oder,
wenn keine Kraftfunktion existiert, in Formel 199) unvariiert,
so daB d¢) = J¢ = O ist, was, sobald die Kraftfunktion und
die Bedingungsgleichungen die Zeit nicht explizit enthalten,
darauf hinauskommt, daB wir die Zeitdauer der Bewegung,
iber welche das Integral 202) erstreckt ist, unvariiert lassen.
Ferner lassen wir zur Zeit f#,, welche die untere Grenze
des Integrals 202) bildet, simtliche materiellen Punkte fiir
die unvariierte und variierte Bewegung die gleiche Lage
haben, so daB also dp°%, welches in diesem Falle mit
dp°, identisch ist, fir jedes A verschwindet. Endlich lassen
wir die Variationen der Geschwindigkeit fiir die Zeit ¢, und
die Zusatzkrifte, welche die unvariierte Bewegung in die
variierte verwandeln, sonst zwar ganz willkiirlich sein, binden
8ie aber an die eine Beschriinkung, daB sie bewirken sollen,
daB auch zur Zeit 7, die Lage siimtlicher materieller Punkte
fiur die unvariierte und variierte Bewegung dieselbe sein
soll, so daB also auch dp’, = dp’, fir jedes 4 verschwindet.
Dann folgt also aus Gleichung 207):

218) oW=0.
W ist ein sogenannter Grenzwert. Sein Zuwachs ist

ein unendlich Kleines hoherer Ordnung beziiglich der Zu-
“wichse Jp,, dp’, und dg,, welche die Werte der Koordi-
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ausdriickt, daB.sich die Kriifte am ruhenden Systeme unter
der gegebenen Kinschrinkung der Bewegungsfreiheit das
(GHeichgewicht halten, ist also d ¥ = 0 oder in rechtwinkligen

8n
Koordinaten 23\ X,0x, =0. Dieses Prinzip, dessen Beweis

Lagrange an die Spitze seiner Statik stellt, ist also ein
einfacher spezieller Fall des Prinzipes der stationdren
Wirkung. Fiir rheonome Systeme gilt derselbe Beweis, wenn
man 4 — ¢, als sehr klein annimmt.

Wir nannten ¥V die Kriftefunktion oder auch das
Potential. Helmholtz nennt es das statische Potential.
Weil sich fiir bewegte Systeme in gewissem Sinne der Aus-
druck H = T — V damit analog verhilt, nennt Helmholtz
die letztere GroBe das kinetische Potential, den Ausdruck

4 t
1 1
tl_to!Hdt=t‘_to;.f(T—V)dt
nennt er das mittlere kinetische Potential und bezeichnel
ibn mit H Ksist W= (4, — ¢) H, und da beim Prinzip dex
stationdiren Wirkung ¢, — ¢, unvariiert bleiben muB, kanr
man dasselbe auch dahin aussprechen, daB das mittlere
kinetische Potential H ein Grenzwert sein mub.

§ 33. Beispiele.

EBrstes Beispiel diber die Anwendung des Prinzipes des
stationiren Wirkung. Es sei ein einziger materieller Punk
gegeben, auf den gar keine (expliziten) Kriifte wirken unc
dessen Bewegung auch an gar keine irgendwie beschaffene
Bedingungen gekniipft sei. Dann ist ¥ konstant und max
sieht sofort, daB man es ohne Beeintrichtigung der Alk
gemeinheit gleich Null setzen kann. Die Wirkung wihrenc
der Zeit# —t, ist also, abgesehen von einem konstanten Faktor

4 4
219) 2W=[ddt = [(u+ o+ w))dt.
% t :

An Stelle des Problems, in diesem Falle die Gesetz:
der Bewegung zu finden, tritt das geometrische Problen
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den Punkt aus irgend einer gegebenen Anfangslage in irgend
cine gegebene Endlage kontinuierlich mit der Zeit so fiber-
mfihren, daB der Ausdruck 219) bei konstantem #, und ¢,
ein Grenzwert wird, wobei ¢ die Geschwindigkeit, u, v, w
deren Komponenten in den Koordinatenrichtungen sind. Da
in diesem Integrale die Koordinaten nicht vorkommen, so
ist es gar nicht notwendig, dieselben als Variable einzufiihren;
man kann gleich die Variabeln w, v und w beibehalten; nur
hat man wegen der Unveriinderlichkeit des Ausgangspunktes
ud Endpunktes der Bewegung die Bedingung beizufiigen,
daB die drei Integrale

4 4 4
Judt, [odt, [wdt
% t %

unverinderlich sein miissen. Um den Grenzwert des Inte-

* grals 219) unter der Nebenbedingung, daB die letzteren drei
Integrale unveriinderlich sein miissen, zu finden, hat man
nach den Regeln der Variationsrechnung zur Variation des
ersten Integrals die der drei letzten mit willkiirlichen aber
konstanten Faktoren A, u, » multipliziert, hinzuzuaddieren,
wodurch man erhalt:

4
fdt[(u+l)§u+(v+y)¢?v+(w+ 1) dw]=0.
b

In dieser letzteren Gleichung sind jetzt du, dv, dw
ganz willkiirlich. Daher miissen fiir den Grenzwert ihre
Koeffizienten gleich Null, also u =— 4, v = — By w=—,
also alle drei Geschwindigkeitskomponenten konstant sein
(Galileis Trigheitsgesetz).

Die Aufgabe, daB ein einziger materieller Punkt ge-
geben ist, auf den keine expliziten Kriifte wirken, der aber
gezwungen ist, sich entweder auf einer vorgeschriebenen
Fliche oder auf einer vorgeschriebenen Kurve zu bewegen,
wollen wir nicht weiter behandeln, da er nach dem Gesagten
dem der Variationsrechnung Kundigen keine Schwierigkeit
bereiten diirfte.

Zweites Beispiel. Wenn die Bewegung eines freien
Materiellen Punktes mit den Koordinaten z, y, # unter dem

9(
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ein Grenzwert sein soll unter folgenden Bedingungen: 1. ¢{,und ¢,
und die Werte der ungestrichenen p zu diesen Zeiten sollen
nicht variiert werden, so daB man auch d¢ nicht zu variieren
braucht, 2. die Variationen der ungestrichenen p sollen die

Bedingungen erfiillen g» 7o, =0,1=12...0

Da die gestrichenen p villig unabhiingig sind, so muB
die Variation 0,2, welche 2 erfihrt, wenn man sonst
alles unveréndert 148t und nur eines der p, z. B. p’, um
0p’; wachsen liBt, verschwinden. Die im Ausdrucke fiir Q
in der eckigen Klammer stehende Summe erfihrt dann den

Zuwachs
dp) 8T ,
p{a +2( _—dt )——Jp'.ép'c api

und daher wird:

4 s .
, , d e T
‘Y"Q=fap‘dt2"(p’* ph)ap.a s
o 1

da nun Jp’; eine ganz willkiirliche kontinuierliche Funktion
von ¢ ist, die nur die Bedingung zu erfiillen hat, daB sie
fiir jeden Wert des ¢ unendlich klein sein mu8, so muB der
Faktor von dp’; in dem zuletzt fiir ¢, Q gefundenen Aus-
drucke fir jedes ¢ verschwinden und man hat daher fiir jed @8
tund ¢ =1,2...8:

- , dp,. a7
222) 12(1’;.— at ) 0ph0ps =0.

Dies sind fiir die s GréBen p/, — —-* im ganzen & lineax®

homogene Gleichungen. Da nach Glelchung 35) W = Bpi
A (4

ist, so sind die Koeffizienten dieser linearen Gleichunge™
gleich den q,;, und da nach 56) die Determinante dies€¥
Koeffizienten nicht verschwindet, so kénnen die simtliche™
linearen Gleichungen 222) nur erfiillt sein, wenn simtliclh©

Ausdriicke von der Form p’, — % verschwinden. Der 32

8 9 fir das Nichtverschwinden dieser Determinante gegebe3»©
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unerklirlich bleiben, wie fiir das mechanische Welthild die
der Mechanik. Aber der Vorteil, die gesamte Mechanik aus
anderen, fir die Erklirung des Elektromagnetismus ohnehin
notwendigen Vorstellungen ableiten zu kdnnen, wire ebenso
groB, als wenn umgekehrt die elektromagnetischen Er-
scheinungen mechanisch erklirt werden konnten. Moge das
erstere gelingen und dabei meine vor sieben Jahren gestellte
Forderung erfiillt werden!

§ 86. Das Prinzip der kleinsten Wirkung.

Wir wollen nun annehmen, daB weder die Kraftfunktion ¥
noch die Bedingungsgleichungen, die nun alle holonom sein
sollen, die Zeit explizit enthalten d. h. daB das System
skleronom sei. Dann braucht man ¢, nicht zu variieren,
da man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit der unteren
Grenze des auf die unvariierte Bewegung beziiglichen
Integrales 202) die untere Grenze des der variierten Be-
wegung entsprechenden Integrales 203) zuordnen kann. d¢
ist dann die Variation der ganzen Zeit ¢, — #,, iiber welche
die Integration sich erstreckt. Ferner ist dann in der
Gleichung der lebendigen Kraft

E=T+7,
E eine wihrend der unvariierten Bewegung konstante GroBe;
daher wird

W=f(2 T — E)dt
1}

4 4
SW=25[Tdt— [dEdt— Edt,
b b

‘wogegen aus Gleichung 207) folgt:
SW=—Edt, + 2;. (@, 3%, — ¢, 5.
Die Vergleichung dieser beiden Werte fiir 6 W ergibt:

4 4 s
28) 25 [Tdt=[dEdt+ Srg"dp% — q% 0%
t t !
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224) s[Tdt=0.

4

Es wird also das Integral [ Td{ ein Grenzwert, welche

Aussage das alte Prinzip der '.kleinsten Wirkung, wie es
schon lange vor Hamilton ausgesprochen wurde, bildet.
Dasselbe ist nur fir den Fall, daB man die Zeit ¢ —1,
also nach unserer Methode neben ¢, auch ¢ unvariiert 1aBt,
ein spezieller Fall des Prinzips der stationiren Wirkung.

§ 37. Variationsmethode, wobei auch die Independente,
resp. die Zeit variiert wird.

Die alte Ableitungsweise des Prinzipes der kleinsten
Wirkung, welcher auch wir im vorigen Paragraph gefolgt
sind, setzt voraus, daB eine Kraftfunktion existiert, welche
die Zeit nicht explizit enthdlt. Diese Voraussetzung war
bei Ableitung der Gleichung 30) resp. 218a), welche den all-
gemeinsten Ausdruck des Prinzipes der stationiren Wirkung
darstellt, nicht notwendig. Ks hat Helmholtz gezeigt,
B sie auch bei Ableitung des Prinzipes der kleinsten
Wirkung nicht notwendig ist und da8 daher aus letzterem
Prinzipe die allgemeinen Grundgleichungen der Mechanik
fir skleronome Koordinaten in allen Fillen abgeleitet werden
kinnen, in denen sie aus Gleichung 4), 30) resp. 218a) (der
tllgemeinsten Form des Prinzipes der stationiren Wirkung)
sbgeleitet werden konnen.

Ehe ich aber hierzu iibergehe, will ich noch eine
ungemein wichtige Verallgemeinerung der Variationsmethode
besprechen. Ich habe absichtlich bisher die Variation des
Zeitdifferentials unterlassen, um zu zeigen, wie sie durch
Variation der Grenzen ersetzt werden kann. Wiewohl wir
lun auch in den spiitern Paragraphen nirgends mehr das
Zeitdifferential variieren werden, so will ich diese Variation
doch in diesem Paragraph besprechen, da ohne ihre Kenntnis
der ganze Begriff der Variationsrechnung ein ungemein
beschriinkter bliebe.
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Gerade bei Ableitung des Prinzipes der kleinsten Wir-
kung ist es natiirlicher auch d¢ als variabel zu betrachten,
d. h. die Annahme fallen zu lassen, daB zwei Zustinde der
unvariierten Bewegung jedesmal zeitlich gleich weit abstehen,
wie die beiden korrespondierenden Zustinde der variierten
Bewegung.

Es driickt dann das einer GroBe vorgesetzte J immer
den Zuwachs aus, welchen diese GroBe erfihrt, wenn man
von dem irgend einer Zeit ¢ entsprechenden Zustande der
unvariierten Bewegung zu dem korrespondierenden Zustande
der variierten tbergeht, d. h. zu dem, welcher bei der
variierten Bewegung einer ein wenig davon verschiedenen
Zeit t + 3¢t entspricht. Dabei kann man 3¢ ganz beliebig
wahlen, also z. B. als eine ganz beliecbige Funktion von ¢
auffassen, welche nur kontinuierlich und unendlich Ikein
von der Ordnung der J der iibrigen GroBen sein muB.

Am einfachsten ist es natiirlich allgemein 3¢ =0 =
setzen, wie wir es im fritheren taten; aber es konnen Griinde
vorhanden sein, weshalb die Einfihrung eines von Null
verschiedenen, irgendwie passend gewahlten Wertes von
Ot rascher zum Zijele fihrt. Wir bleiben also vorlaufig
ganz allgemein und legen dem d&¢ weiter gar keine
Beschrinkung auf, als daB es kontinuierlich und unend-
lich klein von der Ordnung der é der fbrigen GrdBen
sein soll.

Um den Unterschied zwischen der Variation bei Kon-
stanthaltung der independenten Variabeln und der Variation,
bei der auch die independente variiert wird, noch deutlicher
hervortreten zu lassen, will ich hier eine kurze Einschaltung
iber die Grundprinzipien der Variationsrechnung im all-
gemeinen machen. Dieselbe soll nur unzusammenhangende
Bruchstiicke ohne jede subtile mathematische Analyse bloB
zur Beleuchtung der geometrischen und physikalischen Be-
deutung der betreffenden Begriffe geben. Sie soll auch
keine Einleitung zum Studium der Variationsrechnung sein,
sondern nur etwa zum Nebengebrauche beim Studium eines
elementaren Lehrbuches iiber Variationsrechnung von einigem
Nutzen sein. Erst nach Absolvierung dieser Einschaltung
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will ich wieder zu unserer mechanischen Aufgabe zuriick-
kehren.

Das einfachste Problem der Variationsrechnung ist das
folgende: Man sucht eine Funktion y = f (z) einer indepen-
denten Variabeln z so zu bestimmen, daB ein Integral von
der Form:

z
J= [F(z,9y)
o

din Grenzwert wird. Dabei ist ¥’ = 92. 5, und & sind
die konstant gegebenen oder in gegebener oder willkiirlicher
Weise verinderlichen Grenzen des Integrales.

In der Variationsrechnung denkt man sich nun die
Funktion f, fiir welche der geforderte Grenzwert eintritt,
gefunden und durch eine Kurve M N (Fig. 8, 4, 5) dar-
gestellt. Dann denkt man sich die Funktion f unendlich
wenig variiert, so daB eine unendlich benachbarte Kurve
¥' N’ entsteht. Man liBt nun jedem Punkte der unvari-
ierten Kurve M N einen Punkt der variierten Kurve M’ N’
korrespondieren und bezeichnet die Zuwschse, welche Ab-
tzisse und Ordinate des betreffenden Punktes erfahren, wenn
man von irgend einem Punkte der unvariierten Kurve M N
Wt dem diesem Punkte korrespondierenden Punkte der
variierten Kurve M’ N’ iiber-
geht, mit dz, Jdy.

Am einfachsten und in
den meisten Fillen am besten
ist es, wenn man jedem Punkte
der unvariierten Kurve den-
jenigen Punkt der variierten
korrespondieren li8t, welcher
vertikal daritber liegt, also
dieselben Abszisse hat. Dann
ist allgemein dz=0, weil kor- Fig. 3.
respondierende Punkte immer
dieselbe Abszisse haben. Jy aber, welches wir in diesem
Falle als d, y bezeichnen wollen, ist gleich der Ordinaten-
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differenz der beiden Punkte, in denen eine der Ordinaten-
achse parallele Gerade die beiden Kurven durchschneidet.
BC in Fig. 3 wire das 0,5, wenn B der fragliche Punkt
der unvariierten Kurve, C der ihm korrespondierende Punkt
der variierten Kurve ist.

Eskann sich aber auch aus gewissen Griinden empfehlen,
jedem Punkte der unvariierten Kurve mit der Abszisse z
einen Punkt der variierten Kurve korrespondieren zu lassen,
welche eine ein wenig verschiedene Abszisse z 4 d« hat,
wobei man fiir dz eine beliebige Funktion von z wihlen
kann. Das oz des Punktes B in Fig. 8 sei durch das
Stick 44’ dargestellt. Dann ist das dazu gehdrige dy,
das in diesem Falle mit J,y bezeichnet werden soll, der
Zuwachs, welchen die Ordinate erfihrt, wenn man von dem
Punkte B der unvariierten Kurve M N, der die Abszisse =
hat, zu dem korrespondierenden Punkte ¢’ der variierten
Kurve M N, also zu demjenigen Punkte dieser Kurve iber-
geht, welcher die Abszisse 4+ 0« hat. In Fig. 8 ist ¢'D
gleich d,y. dy dagegen ist immer der Zuwachs, welchen
die Ordinate der unvariierten Kurve erfihrt, wenn man bei
derselben die Abszisse z um dz wachsen 14Bt; die variierte
Kurve kommt dabei gar nicht in Betracht.

In Fig. 4 sei 44, =da, DB, =dy. Unter ddy=20dy
endlich versteht man den Zuwachs, den das Jy erfibrt

V' .4
. Y
C, ’
Y - c'}
B
dy 74 ay
w2 pYY -
M
I ¥y
|1
— T
x éx x =
dx
Fig. 4. Fig. 5.

wenn man es als Funktion von z ausdriickt und in dieser
Funktion z um dz wachsen 148t oder den dy erfihrt, wenn
man von den beiden Punkten B und B, Fig. 4 u. 5, deren
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Ordinatendifferenz gleich dy ist, zu den beiden ihnen korre-
spondierenden Punkten (CC, in Fig. 4, €' ¢, in Fig. b) der
variierten Bewegung ilbergeht. In Fig. 4 sind alle diese
GroBen fir den Fall dargestellt, daB dz = 0 ist, in Fig. 5
dagegen fir den Fall, daB 6z von Null verschieden ist. Im
ersten Falle soll das ddy mit dd, y, im letzteren mit dd,y
bezeichnet werden.

Die Analogie der beiden hier betrachteten Variations-
arten mit den soeben in der Mechanik angewandten liegt,
wie ich glaube, klar zutage. Nur daB in der Mechanik
t statt z die independente Variable und statt der depen-
denten Variablen y eine ganze Reihe von Variablen vor-
handen ist. Man konnte sich bei dem mechanischen Probleme
die Verhaltnisse in derselben Weise versinnlichen, wenn
man die Werte des ¢ als Abszissen und die Werte irgend
einer der Koordinaten oder generalisierten Geschwindig-
keiten oder Momente als Ordinaten dariiber auftragen wiirde.

Dies ist es, was ich iiber Variationsrechnung im all-
gemeinen einschalten wollte und wir kehren nun :wieder
ar mechanischen Aufgabe zuriick.

§ 38. Uber die Verallgemeinerungen, welche Helmholtz
dem Prinzipe der kleinsten Wirkung erteilte.

Wir wollen also nun auch ¢ der Variation unterwerfen.
S¢in Zuwachs heiBe J¢, d. h. wir lassen dem zur Zeit ¢
Stattfindenden Zustande der unvariierten Bewegung den zur
Zeit ¢t + ot gehorenden Zustand der variierten Bewegung
korrespondieren. Wir bleiben dabei in diesem Paragraph,
Wie schon bemerkt, ganz allgemein, d. h. wir legen dem J¢
Sonst gar keine Beschrinkung auf, als daB es eine kon-
tinuierliche Funktion von ¢ und unendlich klein von der
Ordnung der J der tibrigen GroBen sein soll.

Wir verfahren nun in der nachstehenden Weise. Wir
bilden uns den Ausdruck

4
225) f[2TJdt+JTdt+¥hPh§phdt]'
to
Boltzsmann, Mechanik IL 10
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Diesen Ausdruck transformieren wir in der folgenden
Weise. Wir ersetzen das erste Glied des Ausdrucks in der
eckigen Klammer durch

8
2}; q,p),0dt,
(was skleronome Koordinaten voraussetzt), das zweite durch:

] , 8 aT
anh3phdt+2-a—p;-3phdt.
1 1

Die Summe dieser beiden Glieder reduziert sich dann anf:

L [
(s T
226) thhb(phdt) + Eh ap:bphdt.
1 1

Nun ist aber p',dt = dp,, daher:
o(p,dt)=0dp,=ddp,.
Hieraus folgt:

oo, dé
227) thb(p dt) = Z;qh Bt

1

Integriert man jedes Glied der letzteren Summe, wie
wir es frither schon ofters taten, per partes, substituiert den
- 80 aus 227) erhaltenen Ausdruck in den nach 226) integrierten
Ausdruck, dann diesen statt der beiden ersten Glieder des
Ausdrucks 225) in diesen Ausdruck, und bedenkt noch, dab
kraft der Bewegungsgleichungen, weil die unvariierte Be-
wegung eine natiirliche sein soll,

8
dq;. or S _
2(“ﬂ“+'«ﬁ:+”h)"%—°

ist und zwar sowohl, wenn keine, als auch wenn Bedingungs-
gleichungen vorhanden sind, so findet man:

“ 8 s
228) [[2T0dt + (0T + 3 P, 9m)dt] = X(¢", 0% — ¢', 3p")
t
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Diese Gleichung umfaBt das Prinzip der stationiren
d das der kleinsten Wirkung; es ist vorausgesetzt, daB
¢ generalisierten Koordinaten skleronom sind.?)

1. Falls dd¢= 0 ist, folgt, da wir die Integrations-
enzen nicht variierten, wieder das Hamiltonsche Prinzip
cte das Prinzip der stationiren Wirkung.

2. Wenn die Variationen der Koordinaten fiir die In-
grationsgrenzen verschwinden und auBerdem die Variation
eziell so ausgefihrt wird, daB tiberall

9) 6T=2Ph6‘ph,

30 der Zuwachs der lebendigen Kraft immer gleich der
irch Variation der Koordinaten geleisteten Arbeit ist, so
8 die die Variation erzeugenden Zusatzkriifte niemals

4
rheit leisten, so ist [26(Td#) =0, daher auch
S .

4
}0) dfTdt=0;
b
mn die Variation der Grenzen ist hier schon durch Variation
18 Zeitdifferentiales beriicksichtigt.

Falls oT —2}» P, 0p, nicht die Variation eines Aus-

ucks ist, der fiir endliche Teile der unvariierten Bewegung
mstant ist, kann man sich vorstellen, daB die Bedingung 229)
th bloB darauf bezieht, welche Momente der variierten
ewegung man den verschiedenen Momenten der unvariierten
nrespondieren 1aBt, so daB durch die Bedingung 229) der
mze Verlauf der variierten Bewegung in keiner Weise be-
hrinkt wird, diese Bedingung vielmehr bloB die beiden
unkte bestimmt, welche fiir die variierte Bewegung als
ofangspunkt und Endpunkt der Integration gewahlt werden

) Falls die Zeit variiert wird, folgt aus dem Verschwinden der
wiationen der rechtwinkligen Koordinaten an beiden Zeitgrenzen
ineswegs auch das Verschwinden der Variationen irgend welcher
*ht skleronomer generalisierter Koordinaten an denselben Zeitgrenzen.
steres kann dann nichtholonomen Bedingungen widersprechen.

10*
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milssen. Fir Anfang und Ende der Integration miissen
dann noch die Koordinatenvariationen verschwinden. Denn
da wir die Grenzen des Integrals nicht variiert haben, so
muB der Zustand der unvariierten Bewegung, welche fir
diese die untere Integrationsgrenze bildet, dem Zustande
korrespondieren, welcher fir die variierte Bewegung die
untere Integrationsgrenze bildet und dasselbe muB fiir die
oberen Integrationsgrenzen gelten. '
Dies wird besonders klar, wenn eine Kraftfunktion ¥
existiert, welche aber die Zeit explizit enthilt. Setzt man
dann T 4 V= E, so ist:

5T — ShP,dp, =S E.

Da aber ¥ und folglich auch E die Zeit explizit enthalten,
so durchliuft £ sowohl fir die unvariierte als auch fir die
variierte Bewegung eine Reihe kontinuierlich sich folgender
Werte. Hat dann E nicht gerade fiir eine der Integrations-
grenzen ein Maximum oder Minimum, so kann die Be-
dingung 229) dahin ausgesprochen werden, daB der Anfangs-
zustand der variierten Bewegung dort gewahlt werden muB,
wo fiir die variierte Bewegung E denselben Wert hat, den
es fiir den Anfangszustand der unvariierten Bewegung hat
und daB dasselbe auch fir die Endzustinde, d. h. fir die
den oberen Grenzen der Integrale entsprechenden Zustinde
gelten muB. Eine bestimmte Angabe, wie variiert; werden
muB, liegt dann noch darin, daB fiir die beiden Integrations-
grenzen die Variationen simtlicher Koordinaten verschwinden
miissen.

Es geniigt dann iberhaupt, abgesehen von den
Stellen, wo E einen Grenzwert hat und vorausgesetzt, da
die Koordinatenvariation fir die Integrationsgrenzen ver-
schwinden, jedem Zustande der unvariierten Bewegung
denjenigen der variierten korrespondieren zu lassen, wo E
exakt denselben Wert hat, geradeso wie beim Prinzip der
stationiren Wirkung solche Zustinde korrespondierten, fir
welche ¢ exakt denselben Wert hat. Letztere Vorstellung
ist uns so natiirlich, da ¢ niemals ein Maximum oder Mini-
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mum haben oder gar fiir eine endliche Strecke konstant
sein kann; erstere Vorstellung ist uns unnatiirlich, weil
gerade fiir die wichtigsten Fille E wihrend der ganzen
wvariierten und auch wihrend der variierten Bewegung
konstant ist. Hat es fiir beide Bewegungen denselben kon-
stanten Wert, so ist in richtiger Weise variiert, allein dies
ist nicht durch die Art und Weise bewirkt, wie sich die
Zustinde korrespondieren. Hat dagegen E fiir beide Be-
vegungen unendlich wenig verschiedene Werte, so kann dies
durch keine Art der Zuordnung der Zustinde gutgemacht
werden.

§39. Jacobis Beleuchtung des Sinnes des Prinzipes der

Kleinsten Wirkung. Einfaches Beispiel fiir den Unterschied

twischen dem Prinzipe der stationdren und dem der kleinsten
Wirkung.

Es sei hier noch eines Umstandes erwihnt, auf den
namentlich Jacobi groBes Gewicht legt. Es soll die Variation
der Koordinaten fiir beide Integrationsgrenzen verschwinden
und es soll eine Kraftfunktion existieren, welche fiir die
unvariierte und die variierte Bewegung die gleiche die Zeit
nicht enthaltende Funktion der Koordinaten ist. AuBerdem
sollen die generalisierten Koordinaten skleronom sein. Dann
besteht fiir beide Bewegungen die Gleichung der lebendigen

Kraft:
T 4 V = konst. = E.

Der Wert dieser GroBe E, welche jetzt als eine ge-
gebene Konstante zu betrachten ist, soll nun beim Uber-
gange von der unvariierten zur variierten Bewegung auch
keine Anderung erfahren.

Da nach Gleichung 35)

] [} d dp
o w-F S
1 1

ist, so folgt:
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232 dt = —

Unter den angegebenen Umstinden muB nach Glei-
chung - 224)

4

dfTdt=0

sein, was nach Gleichung 231) iibergeht in

afZ»'. Eahk P gp, = 0.
w1 1

Da hier die Zeit, bei welcher die Integration beginnt,
und ebenso die, wo sie endet, beliebig variieren kbnnen, und
auBerdem die Zeit in dem Integrale sonst in keiner Weise

vorkommt, als daB d¢ im Nenner von fi—’;" steht, so kann

man fir d¢ seinen Wert aus Gleichung 232) einsetzen
und erhalt

233) (Y e I/Zh Ska,, dph dpk =0.
o

Die Grenzen des Integrals bedeuten hier, daB von den
gegebenen Anfangswerten der Koordinaten zu den ebenfalls
gegebenen Endwerten derselben zu integrieren ist. Die Zeit
ist da vollstindig eliminiert. Die Gleichung 233) driickt also
nur eine geometrische Bedingung fiir die Bahn des ma-
teriellen Systems aus, d. h. sie bestimmt die Bahnform fir
jeden einzelnen Punkt, und welche Punkte aller Bahnen
aller materiellen Punkte zusammengehdren, d. h. zu einer
und derselben Zeit gehorige Lagen der materiellen Punkte
darstellen.

Diese ,,Bahn des materiellen Systems“ wird dahin be-
stimmt, daB unter Einhaltung der Bedingungsgleichungen
die Variation 233) verschwinden muB. Wie aber diese
Babnen im Verlaufe der Zeit zuriickgelegt werden, d. h.
welcher Wert des ¢ zu jeder geometrischen Konfiguration
der Punkte gehort, wird durch die Gleichung 288) nicht
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bestimmt, sondern vielmehr durch Integration der Glei-
chung 232).

"‘l Da im Integrale der Gleichung 233) die Zeit gar nicht
enthalten ist, so kann man sie nicht als independente

Variable wihlen. Wollte man in diesem Integrale durchaus

eine bestimmte independente Variable haben, so kénnte man

eine der Koordinaten, z. B. p,, als solche wihlen und die

Gleichung 288) schriebe sich in der Form

#
,; _fan dpn dpe _
}, 2"“}-1. dp, dp, 0,

'VEV

wobei natiirlich fiir dp L der Wert eins zu setzen ist.
!

Wir wollen nun an einem ganz einfachen Beispiele den
Unterschied zwischen dem Prinzipe der stationiren und dem
der kleinsten Wirkung erdrtern.

Es bestehe das System aus einem einzigen materiellen
Punkte, der entweder ganz frei oder gezwungen ist, auf
einer vorgeschriebenen unverinderlichen Fliche zu bleiben,
und auf den keine expliziten Krifte wirken, d. h. keine als
eventuell die Kraft, die ihn zwingt, auf dieser Fliache zu
bleiben. Es ist ¥ konstant, und da es fiir die variierte
Bewegung der Koordinaten gleich derselben Funktion der
Koordinaten sein mu8, so hat es auch fir diese denselben
konstanten Wert.

Da ferner ¥ + T unserer Verabredung gemiB ebenfalls
fir die variierte und unvariierte Bewegung denselben kon-
stanten Wert haben muB, so muB 7 und daher auch die
Geschwindigkeit ¢ des. materiellen Punktes fiir beide Be-
wegungen gleich derselben Konstanten sein. Aus Glei-
chung 224) folgt daher, daB:

. ————dt—- fds

ein Grenzwert sein muB. Da ferner m und ¢ invariable
Konstante sind, so muB

234) Ofds =0
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sein, also die Liénge fds des Weges von einem unver-
dnderlichen Ausgangspunkte zu einem unverinderlichen End-
punkte der Bewegung ein Grenzwert sein, ohne daB die zur
Zuricklegung dieses Weges erforderliche Zeit fiir die variierte
und unvariierte Bewegung gleich zu sein braucht.

Wollten wir dagegen das Prinzip der stationiren Wir-
kung auf diesen Fall anwenden, so konnte, wie wir sahen,
fir die variierte Bewegung die Geschwindigkeit von Stelle
zu Stelle ein wenig verschieden sein, miiBte aber so va-
riieren, daB die ganze Ubergangszeit von einem fixen Aus-
gangspunkt zu einem fixen Endpunkte nicht variieren wiirde
und das Integral 202), also a.uch (da 7, t, —t, und m

konstant sind) das Integral f c’dt ein Grenzwert wiirde.
o

§ 40. Verschiedene Fille, wo die Grenzglieder
verschwinden.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung liBt sich noch
mehr verallgemeinern. Wir nahmen bisher an, daB der
Ausgangspunkt und Endpunkt der Bahnen simtlicher ma-
terieller Punkte nicht variiert, was wir den Fall 4 nennen
wollen. Das letzte Glied der Gleichung 228) verschwindet
aber auch noch in vielen anderen Fillen. 1. Im folgenden
Falle, den wir den Fall B nennen wollen. Sowohl die va-
riierte als auch die unvariierte Bewegung sollen periodisch
sein, so daB bei ersterer nach einer endlichen Zeit ¢ genau
dieselben Bewegungszustinde, sowohl Positionen als auch
Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen, fiir simt-
liche materielle Punkte gleichzeitig wiederkehren. Dasselbe
soll gelten, wenn nochmals die Zeit ¢ verlduft und dann
wieder nach der Zeit ¢ u.s. f. Fiir die variierte Bewegung
soll analoges gelten; jedoch kann die Zeitdauer einer
Periode unendlich wenig verschieden, z. B. gleich ¢ 4+ §'¢ sein.
Setzt man dann

t, =1, +1, 0t =04,
so gelten fiir jeden Wert des % infolge der Periodizitat
der Bewegung die Gleichungen:
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=p% ¢%= g% V% =1 oder pl, + dpY, =% + p%

daher:
op, = op°,.

Es verschwinden also im letzten Gliede der Gleichung 223)
awar nicht die auf die obere und untere Grenze beziiglichen
Olieder separat, aber sie werden fiir beide Grenzen gleich,
s0o daB das ganze letzte Glied der Gleichung 223) doch ver-
schwindet. Wir setzen jetzt immer skleronome skleronom
bestimmte Systeme voraus.

Ein dritter Fall, wo dieses Glied verschwindet, ist der
folgende, den wir den Fall C nennen. Wir bezeichnen mit
L, die Stelle des Raumes, wo sich irgend ein materieller
Punkt des Systems fiir die unvariierte Bewegung zur Zeit
to Dbefindet, mit M, die Stelle, wo er sich fir dieselbe Be-
wegung zur Zeit {, + dt, befindet, mit N; die Stelle, wo er
sich bei der variierten Bewegung zur Zeit #, befindet. Wir
wollen ferner die Lage der Punkte des Systems durch
gewihnliche rechtwinklige Koordinaten bestimmen und
es geien:

Phs Pry1 und  pryo
die rechtwinkligen Koordinaten des eben besprochenen
materiellen Punktes. Dann sind die Momente gleich den
mit der Masse » multiplizierten Geschwindigkeiten; es
sind also

1 1 1
w0ty - dhdly und - g%iadd,

die Projektionen der Geraden L, M, auf die dre1 Koordinaten-
achsen. Dagegen sind:

0p%, 0p%41 und 9%,
die Projektionen der Geraden L, N, auf die Koordinaten-
achsen. Wenn also diese beiden Geraden aufeinander senk-
recht stehen, so muB, wie man sofort sieht, wenn man die

Kosinusse der Winkel, welche jede der Geraden mit den
Koordinatenachsen bildet, einfiihrt

2% 00% + 2%h4100% 41 + @ ns20P 42 =0
sein.
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Ebenso wollen wir mit L,, M,, N, die Stellen bezeichnen,
wo sich derselbe materielle Punkt 1. auf der unvariierten .
Bahn zu den Zeiten ¢, 2. auf derselben Bahn zur Zeit
t, +dt,, 3. auf der variierten Bahn zur Zeit ¢, -|-¢$tl be-
ﬁndet Dann ist

4, 0pY + ¢hi10PMh41 + @420 =0

die Bedingung, daB auch die Geraden L, M, und L, N, anf
einander senkrecht stehen. Wenn man daher die Variation
der Anfangslage und Endlage so ausfiihrt, daB jeder Punkt
in der Ebene verschoben wird, welche senkrecht steht, auf
seiner augenblicklichen Bewegungsrichtung in der unvariierten
Bahn, was wir die orthogonale Grenzbestimmung oder Grenz-
bestimmung K nennen wollen, so verschwindet das letzte
Glied der Gleichung 223) ebenfalls. Hierbei ist natiirlich unter
der Variation der Endlage die Verschiebung von der Stelle,
wo sich der materielle Punkt in der unvariierten Bahn zux™
Zeit ¢, befand, welche die obere Grenze des Integrales 2027
bildet, nach derjenigen Stelle zu verstehen, wo er sich ir™
der variierten Bahn zur Zeit #, + ¢, befindet, welche die=
obere Grenze des auf die variierte Bahn bezughabender=®
Integrales 203) ist.

Wenn das letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet
so folgt aus derselben

t ty
235) 20 Tdt = [0 Edt.
. to . to

Wir wollen nun nicht, wie wir es in den letzten vier
Paragraphen taten, voraussetzen, daB dem Systeme bei der
Variation der Bewegung keine Energie zugefithrt wird. Wir
wollen vielmehr annehmen, die unvariierte Bewegung ge-
schehe mit der konstanten Energie E, die variierte aber mit
der ebenfalls konstanten, aber unendlich wenig davon ver-
schiedenen Energie E + 0 E, so daB sich das erste Glied
der rechten Seite der Gleichung 223) auf (¢, — ¢,) 0 E redu-
ziert. Die Kraftfunktion 7 soll die Zeit nicht explizit ent-
halten.
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Wenn wir dann die GroBe

4
1

236) -y Tdt
als das Zeitmittel der lebendigen Kraft fiir die unvariierte
Bewegung wahrend der Zeit #, — #, bezeichnen, so erhalten
wir aus Gleichung 223) jedesmal, wenn das letzte Glied
dieser Gleichung verschwindet, also z. B. in jedem der
Fille, welche wir zu Anfang dieses Paragraphen die Fiille
4, B und C genannt haben, die Gleichung:

137) ,._.__— = 0! [(det) ],— 51[5"“1 — %)),

vobei ! den natiirlichen Logarithmus bezeichnet. Wir wollen
lie Bedeutung dieser Formel durch zwei Beispiele erliutern,
.eren erstes wir in diesem Paragraph bringen, wihrend wir
.as zweite dem folgenden Paragraph vorbehalten. 1. Beispiel:
Cs soll fiir irgend ein Wertegebiet der Integrationskonstanten
er Fall B eintreten d. h. die Bewegung soll eine peri-
dische sein, die sich nach der Zeit 4, deren Liange Funk-
ion der Integrationskonstanten sein kann, genau wiederholt.

Dies trifft zu, wenn das System ein einzelner mate-
ieller Punkt ist, der unter dem EinfluB einer der Ent-
ernung vom Zentrum direkt proportionalen Anziehung oder
:iner das Newtonsche Gravitationsgesetz befolgenden An-
ichung eine Zentralbewegung macht. Im letzteren Falle
ledoch nur fiir dasjenige Wertegebiet der Integrations-
zonstanten, wo die Bahn ganz im Endlichen liegt.

Die Integrationskonstanten sollen anfangs bestimmte
Werte haben, welche einer bestimmten Anfangsbewegung
mit der Periode ¢, und der mittleren lebendigen Kraft T, ent-
ipprechen. Dann soll dem Systeme eine kleine Energie-
nenge 0 E, zugefihrt werden, wobei auch die Flichen-
reschwindigkeit eine beliebige davon unabhingige Verinde-
ung erfahren kann. Die mit diesen neuen Werten der
ntegrationskonstanten stattfindende Zentralhewegung nennen
rir die zweite; ihr entspreche die Periode % und die mittlere
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lebendige Kraft 7,. Hierauf soll in gleicher Weise unter aber-
maliger belleblger unendlich kleiner Anderung der Flachen-
geschwindigkeit eine zweite Energiemenge J E, zugefiihrt
werden, welche eine dritte Bewegungsart mit abermals verin-
derten Werten der Integrationskonstanten zur Folge hat.
So fihrt man fort, bis man eine ins Endliche verschiedene
SchluBbewegung erhalt, tiir welche die betreffenden Werte
den Index m bekommen sollen.

Auf jede Verinderung der Bewegung kann man dann
die Formel 237) anwenden, wobei man ¢ — ¢, immer gleich
der Periode ¢ der betreffenden Bewegung setzt. Summiert
man alle in dieser Weise der Reihe nach fiir die ver-
schiedenen Verinderungen der Bewegung erhaltenen Glei-
chungen, so folgt:

Z‘ZTE = (T2 é2) — 1(T3, %)

Wenn sich die Werte der Integrationskonstanten in der
geschilderten Weise um Endliches von ihren Anfangswerten
entfernt haben, und dann in anderer Weise schlieBlich
wieder zu ihren Anfangswerten zuriickgekehrt sind, so wollen
wir dies einen KreisprozeB nennen. Fir einen solchen ist
i = —7—'; und i_ = 1,, daher:

2——=0

Natiirlich ist aber in diesem Falle auch S0 E =0; da
man ja zur alten Bewegung zuriickgekehrt ist, der dieselbe
Energie innewohnt.

§ 41. Beispiel mit orthogonaler Variation.

Ein einziger materieller Punkt soll sich unter dem
Einflusse von Kriften, die eine unverinderliche, die Zeit
nicht explizit enthaltende Kraftfunktion haben, bewegen.
Wir gehen von der unvariierten, mit der Energie E, statt-
findenden Bewegung zu einer unendlich wenig verschiedenen
mit der Energie E, + J E, stattfindenden Bewegung, dann
zu einer mit der Energie E, 4+ J E, + 0E, etc. statt-
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findenden Bewegung iiber, bis wir endlich zu einer um
Endliches verschiedenen Bewegung gelangen. Die Bewegung
soll aber jetzt nicht jedesmal in einer geschlossenen Bahn
geschehen. Es wird auch jetzt das letzte Glied der Glei-
chung 223) verschwinden und daher die Gleichung 237)
gelten, wenn wir fir die erste Bewegung die Grenzen der
Integration beliebig withlen, aber fiir alle folgenden Be-
wegungen die Grenzen der Integration durch diejenige
Konstruktion bestimmen, welche wir orthogonale Grenz-
bestimmung oder die Konstruktion K genannt haben d. h.
als untere Grenze jedes folgenden Integrales soll die Zeit
gewihlt werden, wann der Punkt in der variierten Bahn
die Ebene passiert, welche senkrecht zur augenblicklichen
Bewegungsrichtung durch denjenigen Punkt der vorigen
Bahn geht, wo er sich daselbst zur Zeit befand, welche
damals untere Grenze des Integrales war. Durch die
gleiche Konstruktion sollen sukzessive die oberen Grenzen
der Zeit gefunden werden. Dann gilt wieder die Glei-
chung 237).

Wenn man jetzt abermals einen KreisprozeB durchliuft,
d. b von der urspriinglichen Bahn M, N, durch fortwihrende
Variationen zu einer ganz anderen Bahn M, N, iibergeht und
dann wieder in einer anderen Weise (auf einem anderen
Wege) zur alten Bahn M, N, mit den alten Integrations-
konstanten zuriickkehrt, so muB wieder 8 =0 sein, aber

E 6—;— braucht nicht gleich Null zu sein, da man durch fort-

wihrende Anwendung der Konstruktion K bei Riickkehr
zur selben Bahn durchaus nicht immer auf dieser Bahn
auch zu demselben Ausgangspunkte und Endpunkte der
Integration, also zu denselben Grenzen fiir ¢ zu gelangen
braucht, wenn man beim Ubergange von der Bahn M, N,
zur Babn M, N, zuriick nicht wieder dieselben Bahnen nur
in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen hat, wie¢ beim Hin-
gange von der Bahn M, N, zur Bahn M N,, sondern wenn
der Riickweg iiber ganz andere Bahmnen, als der Hinweg
erfolgt ist.

Wir wollen dies deutlichkeitshalber in einem ganz



158 III. §41. Orthogonale Variation. [G1. 231,

speziellen Falle durch Figuren versinnlichen. Sei eine
endliche Strecke der urspriinglichen Bahn M, N, gerade
(Fig. 6). Wir wihlen die beiden Punkte 4 und B als In-
tegrationsgrenzen. Wir wollen nimlich immer kurz sagen:

Fig. 6. Fig. 1.

Ein Punkt ist Integrationsgrenze, wenn die Zeit, zu welcher
das Bewegliche den betreffenden Punkt passiert, Integrations-
grenze des Integrales 202) ist. Die Variation der Bshn
bestehe anfangs darin, daB sich dieses gerade Stiick parallel
zu sich selbst immer mehr nach links verschiebt, bis es in
die Lage M, N, gelangt ist. Wenn wir die Grenzen fort
und fort orthogonal variieren, so kommen wir endlich bei der
Bahn M, N, zu den Punkten C und D als Integrationsgrenzen.

Wihrend der weiteren Variation soll nun die Babn
sich immer mehr und mehr kriimmen, bis wir zur Bahn
M, N, gelangt sind. Sie soll aber dabei immer durch die
beiden Punkte C und D gehen. Wenn wir daher weiter ortho-
gonal variieren, so horen die Punkte C und D wahrend dieser
zweiten Periode der Variation nicht auf die Integrationsgrenzen
zu bleiben. Nun soll die Bahn des Beweglichen wieder zur
alten Form zuriickkehren, aber nicht auf demselben Wege,
auf welchem sie sich von M, N, in M; N; verwandelte. Diese
weitere Art der Variation ist in Fig. 7 dargestellt. FEs soll
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die Bahn zundchst ungefihr gleich gekriimmt bleiben, oder
ihre Kriimmung sogar noch etwas zunehmen. Dabei soll
sich die Bahn aber immer mehr nach rechts verschieben
(dritter VariationsprozeB). Die Reihe der Formen, welche
die Bahn wahrend des dritten Variationsprozesses durch-
liuft, nennen wir kurz die Kurvenschar S.

Wenn wir jetzt die Grenzen orthogonal transformieren,
80 kommen wir fiir die Punkte, welche der oberen und
unteren Grenze des Integrales 223) entsprechen, auf die
Punkteschar, die die beiden durch die Punkte ¢ und D
gehenden orthogonalen Trajektorien zur Kurvenschar S
bilden. Diese beiden Trajektorien sollen die Gerade M, N,,
welche der wurspriinglichen unvariierten Bahn angehért, in
den beiden Punkten E und F treffen, welche also die Inte-
grationsgrenzen darstellen, sobald die durch die Punkte E
umd F gehende Bahn von dem Beweglichen erreicht ist.
Von da angefangen soll die Bahn in folgender Weise weiter
variiert werden (vierter Variationsprozef). Ihre Kriimmung
soll sich immer mehr vermindern; sie soll sich daher immer
mehr der Geraden nihern, dabei aber nicht aufhéren, durch
die beiden Punkte £ und F zu gehen. Wenn wir immer
orthogonal transformieren, so bleiben also jetzt E und F
die Integrationsgrenzen. Der vierte VariationsprozeB soll
fortgesetzt werden, bis wieder die alte Bahn M, N, erreicht
ist und tiberhaupt wieder der ganze BewegungsprozeB der-
selbe geworden ist, der er bei der urspriinglichen unvari-
ierten Bewegung war.

Wir haben also jetzt einen vollstindigen Kreisproze
durchlaufen. Der BewegungsprozeB wurde fort und fort
Variiert, bis er schlieBlich genau wieder der alte geworden
ist, Dije Bahn ging von der Gestalt M, N, aus, transformierte
Sich allmghlich in die Gestalt M, N, und kehrte dann auf
anderem Wege wieder in die urspningl;che Gestalt M, N,

4
“urick. Obwohl daher das Integral [ Td¢ zum SchluB

. %
Wieder genau tiber denselben Bewegungszustand zu erstrecken
18t, wie zu Anfang, so ist doch jetzt der Wert desselben
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ein ganz anderer, weil es zwischen ganz anderen Grenze—mn
zu erstrecken ist. Urspriinglich waren nimlich die Inte=-
grationsgrenzen die Zeiten, withrend welcher das Beweglich. «
die Punkte 4 und B passierte. Jetzt sind es die Zeiter—m,
wihrend welcher es die Punkte ¥ und F passiert, welchm <
mit 7, und 7, bezeichnet werden mogen. Wenn wir dahemr
durch das Integralzeichen jetzt eine Summe aller wihrem «
des ganzen in Fig. 6 und 7 dargestellten Variationsprozesse==s
eintretenden Zuwichse bezeichnen, so folgt aus Gle=4-

chung 237)
f Tdt

JE
238) f =1
was im allgemeinen kemeswegs gleich Null sein wird.

Um die Sitze, welche wir in diesem und dem voriges=n
Paragraphen behandelt haben noch weiter zu spezialisiere=n,
kénnen wir den schon im ersten Teile § 22 behandeltes=n
Fall einer Zentralbewegung benutzen, welche ein materiellk <r
Punkt von der Masse m ausfithrt, wenn er gegen ein fest=+s
Zentrum 0 mit der Kraft 1;—,& - ’5‘7?’ gezogen wird.

Hierbei ist » die Entfernung des materiellen Punkt= s
vom Anziehungszentrum, 4 und o sind konstant. Aus d €n
dort entwickelten Formeln findet man durch Ausfihromng
einiger iiberaus einfacher Integrationen?) fiir die Zeit, welclhe
das Bewegliche braucht, um vom Perihel (Perizentrum) zuiam
Aphel (Apozentrum) zu gelangen, den Betrag:

)

_ A 1
TETTR OV T
Ferner ergibt sich das vom Perihel zum Aphel erstreckte
Integral

8./ T e ) T
f”"””‘[‘Tl/"}ﬁ? =k

1) Niheres iiber die Durchfihrung dieser Integrationen, suf
welche ich hier nicht weiter eingehen will, da es bloBe Ubungsauf
gaben zu den einfachsten Sitzen der Integralrechnnng sind, findet
man Wiener Sitzungsber. Bd. 75, II, Januar 1877. b
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Die Division dieser beiden Ausdriicke liefert:

238) T=mh[2 ‘ul/"ﬁ]'

Der gesamte Zuwachs der Energie aber ist 0 E=dh.

Es folgt also:
Sh
239) Pa— ="
"[?‘ﬂ V -—a+k’]
Fir a = 0 geschieht die Zentralbewegung nach dem

Newtonschen Gravitationsgesetze. Die Bahn ist, sobald
gie fiberhaupt ganz im Endlichen liegt, eine geschlossene.

Und es ist auch %v; ein vollstindiges Differential. Ist da-

gegen a von Null verschieden, so sind die Bahnen im
allgemeinen nicht geschlossen. Es ist dann auch "?L kein

vollstindiges Differential der beiden als independent be-
trachteten Variabeln 2 und % (der durch die Anfangswerte
bestimmten Integrationskonstanten der Bewegungsgleichung).

Denn es ist allerdmgs fiir orthogonale Variation der Grenzen
Ende

nach Formel 237): T =i Tdt)’l

Nl &

Allein wenn d1e Bahn nach beheblger Variation der
GroBen A und k wieder dieselbe wird, so werden die Grenzen
von S Tdt bei fortwithrender orthogonaler Variation keines-

wegs dieselben und |I(/ Td t)’] hat einen von Null ver-
schiedenen Wert.

Boltzmann, Mechanik II. 11
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IV. Analogien mit physikalischen, besonders
wiirmetheoretischen S#tzen.

§ 42. Analogon der zugefiihrten Warme.

Die spezielle Eigentiimlichkeit der Gleichungen de==er
Thermodynamik ist dadurch bedingt, da8 der Zuwachs de=mer
zugefiihrten Wirme kein vollstindiger Differentialausdruc——%k
ist. Nun ist aber das Differentiale 0 F der zugefiihrtee==n
Energie immer ein vollstindiger Differentialausdruck, semss=o-
lange wir, wie in den Beispielen des vorigen Paragraphe —==n,
skleronome Systeme betrachten. Solange wir uns daher a——uf
die Betrachtung solcher Systeme beschrinken und das Dm—if-
ferential der zugeﬁihrten Wirme mit dem Zuwachse 0 -E
der Gesamtenergie in Parallele stellen, ist also schon in
diesem wichtigsten Stiicke keine Analogie vorhanden.

Es hat aus diesem Grunde schon Clausius Syster——me
betrachtet, in denen Fernkriifte vorkommen, deren Wirkunges=s-
gesetz sich mit der Zeit #ndert, so daB also an die SteME_lle
gewisser, sonst in der Kraftfunktion ¥ vorkommender Komssssn-
stanten, mit der Zeit sehr langsam verinderliche Paramet——¢r
treten und das betrachtete mechanische System rheonom i st

‘Wenn man sich z. B. einen ein warmes Gas abschliefe====n-
den Stempel unter dem Bilde #uBerer auf die Ge==¢
molekille wirkender abstoBender Normalkrifte denkt, e
bei groBer Annsherung an die Oberfliche des Stempese=ls
plotzlich enorm groBe Werte annehmen, so kann m =sn
sich ein langsames Zuriickweichen des Stempels un@l=er

dem Bilde einer langsamen Anderung der Kraftfunkti «n
dieser Krifte denken. Analog fingiert Clausius am<h
Zentralbewegungen, bei denen das Wirkungsgesetz dler
Zentralkraft mit der Zeit verinderliche Parameter enthilf.

Es tritt aber bei dieser Clausiusschen Vorstellmmg
der Verinderlichkeit des Wirkungsgesetzes der Naturkrafte
eine Rechnungsschwierigkeit ein. Zur Kraftfunktion 7
dieser Krifte tritt immer eine additive willkiirliche Konstante
hinzu, welche wir dadurch bestimmt denken konnen, daB fir
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€ine bestimmte Lage simtlicher materieller Punkte des
Systems (Nullniveau des Potentiales) V=0 wird. Fir
skleronome Systeme ist es vollkommen gleichgiiltig, welche
Lage man hierfiir wahlt. Andert sich dagegen das Wirkungs-
gesetz der Kraft mit der Zeit, so #andert sich auch die
Arbeit, welche die Uberfilhrung von einer Nulllage in eine
andere erfordert. Der Absolutwert des ¥ #ndert sich daher
in verschiedener Weise, je nachdem die eine oder andere
Nulllage gewihlt wird und um vollstindig bestimmt zu sein,
muB man angeben, welche besondere Lage man als Null-
lage wihlt. ,

Am besten ist es da wohl immer diejenige Lage zu
wihlen, wobei alle materiellen Punkte so weit voneinander
und von allen iibrigen auf sie wirkenden Punkten entfernt
sind, daB auf keinen derselben mehr eine bemerkbare
Kraft wirkt. In physikalischen Fillen wird diese Wahl der
Nulllage immer mdglich sein. Nur bei Kraftgesetzen, welche
durch mathematische Abstraktion konstruiert sind, z. B.
wenn die Kraft, welche zwischen zwei materiellen Punkten
wirkt, der Entfernung derselben direkt proportional ange-
nommen wird, kann diese Wahl der Nulllage unméglich
werden.

Die Clausiussche Annahme, daB sich das Wirkungs-
gesetz der zwischen den materiellen Punkten titigen Kriifte
mit der Zeit verindert, gibt zwar eine vollstindige Ana-
logie mit den thermodynamischen Gleichungen; allein in der
Natur bemerken wir nichts, was darauf hindeuten wiirde,
daB das Wirkungsgesetz gewisser Naturkrifte mit der Zeit
verinderlich wire. Ja es wiirde sogar die physikalische
Forschung tiberhaupt aufhéren, wenn wir nicht wiiBten, ob
die Naturgesetze, welche wir heute gefunden haben, auch
noch fiir spitere Zeiten richtig sein werden. KEs ist daher
unter dieser Clausiusschen Annahme die Energiebilanz
eine #ubBerst schwankende, zu einer unzweideutigen Defi-
nition derselben kann man nur unter mehr oder minder
willkiirlichen Annahmen gelangen und es empfiehlt sich, die
Annahme der Verinderlichkeit des Wirkungsgesetzes der
Krafte durch die Voraussetzung zu ersetzen, daB mit den

11*
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n materiellen Punkten, welche das betrachtete System bilden,
noch andere (v) materielle Punkte in Wechselwirkung stehen.
Die letzteren Punkte sollen wihrend der unvariierten Be-
wegung vollstindig unbeweglich sein; wihrend der Variation
der Bewegung aber auBerordentlich langsam ihren Ort ver-
#ndern. Dann fillt auch die oben erwihnte Rechnungs-
schwierigkeit wieder fort.

Es wird dann nicht die gesamte den » Punkten zuge-
filhrte Energie mit der zugefiihrten Wirme in Parallele
gesetzt, sondern die Arbeit, welche die » Punkte infolge
ihrer Bewegung unter dem Einflusse der von den » Punkten
auf sie ausgeiibten Kriifte gewinnen, entspricht der einem.
Kérper zugefithrten duBeren Arbeit und bloB die tibrige zu—
gefiihrte Energie der zugefithrten Wirme, so daf das Diffe—
rential desjenigen Energieanteils, welches der zugefiihrten-
‘Wirme entspricht, kein vollstindiges Differential ist, wihrend—
das Differential der totalen zugefiihrten Energie es doch ist-

Die Lage der n materiellen Punkte soll durch s Koordi—
naten (die rasch verinderlichen), die der » Punkte aber—
durch g Koordinaten (die langsam verinderlichen Parameter»
bestimmt sein.

So erhilt man z. B. in folgender Weise ein gutes Bild
der umkehrbaren Zustandséinderungen eines Gases, welches
durch einen Stempel abgeschlossen ist. Die Molekular-
bewegung und innere Atombewegung der Gasmolekiile 1iBt
man der raschen Bewegung der betrachteten n materiellen
Punkte entsprechen. Die Molekiille des Stempels, deren
Wirmebewegung wir uns ohne erhebliche Anderung des
Problems hinwegdenken konnen, 148t man den » materiellen
Punkten entsprechen, welche sich nur bei Variation des
Zustandes des Gases (und zwar solange dessen Zustands-
anderungen umkehrbar sind, auBerordentlich langsam) be-
wegen.

& 43. Begriff der zyklischen und der damit verwandten
Bewegungen.

Es handelt sich nun noch darum, auch der raschen
Bewegung der n materiellen Punkte solche Eigenschaften
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zuzuschreiben, daB sie sich mdglichst zu einem treuen Ab-
bilde der fir die Warmebewegung charakteristischen Eigen-
schaften eignet.

Die Aufgabe, eine kurze, systematische Zusammen-
stellung aller Grundtypen mechanischer Systeme za geben,
welche zu diesem Behufe verwendet wurden, wird da-
durch erschwert, daB viele derselben einige Merkmale mit
andern derselben gemein haben und die verschiedenen
Autoren bald die einen, bald die andern Merkmale als die
wesentlichsten ansahen, wodurch auch die Terminologie eine
schwankende wurde. In der hier versuchten Zusammen-
stellung wird es mir daher weder gelungen sein Vollstindig-
keit noch groBtmégliche Ubersicht in der Klassifizierung za
erreichen und ich war auch gezwungen in der Terminologie
bald von der des einen, bald wieder von der des andern
Autors ein wenig abzuweichen.

Wenn wir die Grundanschauungen der mechanischen
Theorie der Wiarme akzeptieren, so besteht eine der hervor-
stechendsten Eigenschaften der Wirmeenergie darin, daB in
einem warmen Korper zwar fortwihrend die lebhafteste Be-
wegung der kleinsten Teilchen stattfindet, daB wir aber trotz-
dem in dem #uBerlich sichtbaren und wahrnehmbaren Zu-
stande desselben keine Veranderung bemerken, wihrend wir
sonst, wenn ein Korper sich bewegt, klar wahrnehmen, wie
sich der Zustand desselben mit der Zeit fortwihrend #ndert.

Dieselbe Eigenschaft finden wir auch auf anderen Ge-
bieten der Physik. Auch an einem ruhenden elektrischen
Strome von unverinderlicher Intensitit, in dessen Nachbar-
schaft sich ruhende Magnete oder Eisenmassen befinden,
sehen wir auBer in der treibenden Batterie nirgends die
mindeste zeitliche Veréinderung und trotzdem erklart
Maxwell die Eigenschaften desselben durch die Hypothese,
daB das Wesen des elektrischen Stromes in einer heftigen
Bewegung bestehe, deren Schauplatz teils das Innere des
Stromleiters, teis auch der umgebende Ather ist.

Wir miissen uns also nach mechanischen Modellen um-
sehen, denen ihnliche Eigenschaften zukommen. Ein Bei-
spiel eines solchen Modelles liefert ein starrer, rund um
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besteht darin, daB ihre simtlichen Eigenschaften nicht von
dem Absolutwerte der echt zyklischen Koordinaten, sondern
bloB von deren Anderungsgeschwindigkeiten abhéingen. Der
mach der Zeit nicht differenzierte Wert einer zyklischen
Koordinate kann daher weder im Ausdrucke fiir die leben-
dige Kraft, noch in den Ausdriicken fiir die auf das System
wirkenden Kriifte noch in den die Bedingungen ausdriicken-
den Funktionen vorkommen. In Verallgemeinerung des
Begriffs der echt zyklischen Koordinaten wollen wir nach
dem Vorgange Hertz’ jede beliebige Koordinate, deren nach
der Zeit nicht differenzierter Wert in allen diesen Aus-
driicken nicht vorkommt, als eine zyklische Koordinate
schlechtweg bezeichnen.

Wenn in einem Systeme weder innere noch #uBere
Krifte titig sind, wie dies Hertz von allen Systemen an-
nimmt, so sind, falls auch keine Bedingungsgleichungen
vorhanden sind, selbst die rechtwinkligen Koordinaten
zyklische.

Eine gewisse Verwandtschaft mit den zyklischen
Systemen haben solche Systeme, deren Bewegung eine
periodische ist, bei denen also nach Verlauf einer gewissen
Zeit immer wieder genau dieselben Bewegungszustinde in
derselben Reihenfolge wiederkehren, und welche wir kurz
periodische Systeme nennen wollen. Dieselben kénnen, wenn
den periodisch bewegten Massen nur eine untergeordnete
Rolle zufiillt, fast alle Eigenschaften der zyklischen haben,
wenn sie sich z. B. nur dadurch von echt zyklischen unter-
scheiden, daB sie rotierende Zahnrider, hin- und her-
gehende Kolben oder sonstige oszillierend sich bewegende
Massen enthalten.

Helmholtz geht noch weiter und betrachtet Systeme,
welche blo8 der Bedingung unterworfen sind, da nicht nur
die Summe der kinetischen und potentiellen Energie, sondern
jede dieser Energien fiir sich immer konstant bleibt. Er
nennt diese Systeme isokinetische. Einen noch allgemeineren
Begriff bildet Clausius, indem er eine Bewegung, wobei
niemals der Wert irgend einer der rechtwinkligen Koordi-
naten oder irgend einer der Geschwindigkeitskomponenten
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Der Stempel bewegt sich immer nur langsam, so daB
iein Druck immer nahe gleich dem Gegendrucke der mate-
riellen Punkte ist, zwischen denen immer auch nahezu
Jleichgewicht der lebendigen Kraft bestehen soll. Die
j Variabeln bestimmen die Lage des Stempels. Die Arbeit
ler Kraft, welche der Stempel auf die materiellen Punkte
ausiibt, ist die ZuBere Arbeit. Sie ist gleich der Arbeit,
welche die von auBen auf den Stempel wirkenden Krifte
leisten. Dieses System ist bei geniigend groSer Zahl der
Molekiile ein unechtes Zykel, isokinetisch, finit und mesisch,
doch nicht periodisch.

Zroeites Beispiel: Zeniralbewegungsmodell. Wir betrachten
ihnlich, wie wir es schon am Schlusse des Paragraphen 41
taten, die Zentralbewegung eines einzigen materiellen Punktes.
Aber es sei Vorsorge getroffen, daB sich wahrend der Zen-
tralbewegung die beiden Konstanten 2 und a langsam ver-
andern konnen, welche das Gesetz bestimmen, nach dem die
Zentralkraft wirkt.

An Stelle der Clausiusschen Annahme einer direkten
Verinderlichkeit der Naturgesetze wollen wir uns die Ver-
anderlichkeit von 2 und @ durch gew6hnliche mechanische
Hilfsmittel bewirkt denken. Handelt es sich zunachst um
die Zentralbewegung eines Planeten um die Sonne, so
kénnen wir uns etwa vorstellen, daB von auBen stets Massen
{Meteorsteine) in die Sonne stiirzen, so daB deren Masse und

daher auch deren Anziehungskraft gegen den Planeten mit
dor Zeit wichst. Wollte man einen geschlossenen ProzeB
. analog dem Carnotschen Kreisprozesse konstruieren, so
miften z. B. zuerst Massen in die Sonne stiirzen. Hierbei
virde AuBere Arbeit gewonnen. Dann miiBte die lebendige
Kraft der Zentralbewegung, welcher die Warmeenergie des
varmen Korpers entspricht, vermindert werden. Dann
niiften dieselben Massen wieder von der Sonne fort bis in
wendliche Entfernung gebracht werden. Hierbei wiare
weniger Arbeit zu leisten als friiher beim Hineinstiirzen ge-
wonnen wurde, da ja der Planet jetzt entfernter ist und
weniger Anziehung ausiibt. Endlich miiBte wieder die
Energie der Umlaufsbewegung des Planeten durch eine ent-
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dreht, dann lebendige Kraft zufithrt, dann bei heftiger Be-
wegung den kurzen Magnet langsam in die alte Lage zuriick-
dreht und dann wieder gerade so viel lebendige Kraft entzieht,
bis die lebendige Kraft den alten Wert erlangt hat und dabei
auch die Bewegungsrichtung gerade so @ndert, daB schlieBlich
wieder dieselbe Bahn bei gleicher Lage des Magnets eintritt.
Die Variabeln, welche die Position der Masse m in der Ebene
bestimmen, sind die, welche wir frither die s Variabeln
nannten, die g Variabeln reduzieren sich auf eine einzige,
nimlich den Drehungswinkel des Magnets.

Man kann in zweifacher Weise bewirken, da8 die von
anfen auf den Magneten wirksame Kraft nicht wihrend der
wvariierten Bewegung periodisch veriinderlich, sondern nur,
falls die Bewegung variiert wird, langsam mit der Zeit ver-
inderlich zu sein braucht: erstens wenn man annimmt, daB die
Umlaufszeit der Masse m sehr kurz und das Trigheitsmoment
des Magneten beziiglich seiner Drehungsachse enorm gro8
ist, so daB er wihrend der Wanderung der Masse m vom
Perihel bis zum Aphel nur eine verschwindend kleine
Drehung macht, zweitens wenn man auf der horizontalen
Ebene statt einer einzigen unendlich viele vollkommen gleich
beschaffene Massen m fingiert, welche alle moglichen Phasen
derselben Zentralbewegung gleichzeitig haben, und sich, ohne
tich gegenseitig zu storen, unabhingig voneinander bewegen
und alle vom Magneten in gleicher Weise und durch Vermitt-
lg der gleichen beschriebenen Vorrichtungen affiziert
werden. Dadurch kann man das System in ein isokinetisches
im Sinne Helmholtz’ und zugleich auch in ein echt zyk-
‘lisches verwandeln, wenn nimlich alle diese Massen die
ganze Fliche, welche sie bei der Zentralbewegung im Ver-
lauf der Zeit bestreichen, schon zu Anfang der Zeit in
Passender Weise kontinuierlich bedecken. Doch ist dann
zur Bestimmung der Lage irgend eines der in Zentral-
bewegung begriffenen Massenteilchen nebst den langsam ver-
dnderlichen Koordinaten, welche die Position des oder der
Magnete bestimmen, keineswegs die Kenntnis einer einzigen
2yklischen Variabeln ausreichend, sondern es sind dazu noch
2wei Variabeln (zwei rechtwinklige Koordinaten in der Ebene,
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oder die Bahnléinge und die Bewegungsrichtung in gegebener
Entfernung vom Kraftzentrum) erforderlich.

Will man bewirken, daB die Zentralbewegung jeder
Masse nach dem Newtonschen Gravitationsgesetze erfolgt,
80 darf man keinen gewdhnlichen Magneten anwenden,
sondern der Pol 4 muB von dem ngheren Pole B mit einer
der ersten Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen
Kraft angezogen, von dem entfernten Pole ¢ aber mit einer
gleichen Kraft abgestoBen werden. Dann wird wieder nicht
5 Q, wohl aber 0 Q/T ein vollstindiges Differential sein.
Hat man gleichzeitig zwei Magnete, von denen der eine von
der eben geschilderten Beschaffenheit ist, der andere aber
nach demselben Gesetze wirkt, wie ein gewohnlicher Magnet,
und von denen jeder unabhiingig von dem andern drehbar
ist, so erhilt man eine Zentralbewegung, bei welcher die
Zentralkraft das am Ende des Paragraphen 41 erwihnte
Gesetz befolgt und die beiden Konstanten A und a unab-
hingig voneinander langsam verindert werden kénnen.

Es ist dann auch 0 Q/T kein vollstdndiges Differential und
man sieht, daB nicht fiir alle isokinetischen und auch nicht
alle rein zyklischen Systeme d Q/T ein vollstindiges Diffe-
rential ist. Beziiglich der ausfithrlichen Berechnung aller
Beispiele verweise ich auf Wien. Sitz. Ber. II, 92, 8. 853
Okt. 1885, Exn. Rep. d. Physik 22, S. 135.

Drittes Beispiel. Eine Masse rotiert rasch um eine Achse
und ihre Entfernung von der Achse ist der langsam ver-
anderliche Parameter. Es ist dies ein lehrreiches Beispiel
fiir ein zyklisches System im weiteren Sinne nach der Be-
zeichnungsweise Hertz’, welches kein echtes Zykel ist. Es’
soll Kiirze halber im folgenden immer als das Zentrifugal-
modell bezeichnet werden. Uber die schone Analogie, welche
diese einfache mechanische Vorrichtung mit dem Carnot-
schen Satze und dem Verhalten vollkommener Gase zeigt,
vergl. meine Vorlesungen tiber Maxwells Theorie der Elek-
trizitit und des Lichtes 1. Band, 2. Vorlesung. Im selben
Buche, 4. und 6. Vorlesung, ist auch eine Vorrichtung be-
schrieben, an welcher zwei voneinander unabhiingige zyk-
lische Bewegungen moglich sind.
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Viertes Beispiel: Das Fliissigkeitsstrommodell. Kine reibungs-
se, inkompressible Fliissigkeit stromt wirbellos in einem:.
. sich zuriicklaufenden Kanale. Die Gestalt des Kanales
1d auch dessen Querschnitt an verschiedenen Stellen kann.
ngsam verinderlich sein, ohne daB jedoch der gesamte:
ohlraum des Kanales variiert. Dieses System ist ein.
htes Zykel.

§ 45. Es wird weder Periodizitit noch zyklischer
Charakter der Bewegung vorausgesetzt.

Wir wollen nun zuniichst die Rechnung méglichst all--
mein durchfihren. Wir denken uns # materielle Punkte-
a8 Kiigelchen m des Zentralbewegungsmodells), deren-
age durch s generalisierte Koordinaten bestimmt ist.
wischen den letzteren kdnnen mdglicherweise noch ¢ mit
i Zeit vollkommen unverinderliche Bedingungen bestehen,
e also auch fiir alle variierten Bewegungen dieselben:
eiben miissen.

Spiter werden wir annehmen, da8 die Bewegung dieser
materiellen Punkte eine zyklische oder eine damit ver-
andte ist. Vorldufig aber wollen wir sie noch ganz allge-
ein lassen.

Diese » Punkte bilden das betrachtete mechanische-
jstem. AuBerdem sollen noch dreierlei materielle Punkte:
irksam sein.

1. Mit den 7~ materiellen Punkten sollen zunichst
dere () in Wechselwirkung stehen, welche letztere ihre-
age im Raume immer unverindert beibehalten und daher
me Beeintrichtigung der Allgemeinheit auch zu den.
Punkten hinzugerechnet werden konnen. Es kénnte sich
B. beim Zentralbewegungsmodelle an der Stelle, wo der-
aden durch das Loch geht, eine fixe unveranderliche-
asse befinden, welche eine beliebige Zentralkraft auf das
ligelchen m ausiibt. Solche Massen konnten auch anderswo.
t der Bahnebene des Kiigelchen fix verteilt sein.

2. AuBerdem sollen mit den #» materiellen Punkten.
ere » in Wechselwirkung stehen, deren durch g genera-
sierte Koordinaten (die langsam verinderlichen Variabeln,
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oder Parameter) bestimmte Lage manches Mal ganz unve
andert, manches Mal wieder auBerordentlich langsam: ve:
#nderlich ist. Die » Punkte werden beziiglich des betracl
teten Systems als #uBere angesehen. Sie entsprechen de
Magnete des Zentralbewegungsmodells.

8. Es sind noch andere (N) materielle Punkte vorhande
welche bloB auf die » Punkte, also gar nicht auf die » Punk
wirken sollen und daher ganz auBerhalb des betrachtet:
Systems stehen. Die Kriifte, welche sie auf die erster
Punkte ausiiben, miissen den Kriften, welche die »n Punk
auf die v Punkte ausiiben, vollstindig das Gleichgewic
halten, solange die letzteren vollstindig ruhen, der Zusta
muf von dem des Gleichgewichtes sehr wenig verschied
sein, wenn sich die v Punkte langsam bewegen. Es si
dies am Zentralbewegungsmodelle die Krifte, welche a
Magnete den Kriiften, die der Pol 4 auf ihn ausiibt, d
Gleichgewicht halten miissen.

T sei die lebendige Kraft der » Punkte, F die Kra
funktion aller von ihrer Wechselwirkung untereinander w
der Wirkung der »' Punkte auf sie herstammenden Kraf
Die Arbeit aller dieser Krifte nennen wir die innere Arbe
die der Krifte, welche von den » Punkten auf die » Punk
ausgeiibt werden (der “uBeren Kriften), nennen wir ¢
auBere Arbeit. Die #uflere Kraft nach einer Koordinate
der n Punkte, d. h. diejenige, welche vermdge der Wechs:
wirkung der » und der » Punkte darauf wirkt, soll mit !
bezeichnet werden. Die zwischen den » und den » Punkt
wirkenden Krifte sollen ebenfalls eine Kraftfunktion habe
welche mit 2 bezeichnet werden soll; dagegen soll die G
samtkraftfunktion F+4 9 aller zwischen den %, #' w
v Punkten wirkenden Krifte 7 heiBen. Sobald man es v
zieht von den » Punkten gar nicht zu sprechen, ist ¢
#uBere Einwirkung auf die » Punkte einfach durch ¢
Krifte B, bestimmt, welche die Kraftfunktion 2 haben, ¢
aber dann mit der Zeit langsam verinderliche Paramet
enthilt.

Es sollen sich zuerst die » materiellen Punkte bei u
verinderlicher Lage der » Punkte wihrend der Zeit ¢t —
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bewegen, was wir als deren unvariierte Bewegung bezeichnen
wollen. Die analog der Formel 236) berechneten Mittel-

werte von T, V etc. wihrend dieser Zeit sollen mit 7, ¥ etc.
bezeichnet werden.

Wir vergleichen mit der unvariierten Bewegung zunichst
éine andere Bewegung, welche in unendlich wenig ver-
wchiedener Weise geschieht, zur selben Zeit ¢, wie die un-
variierte Bewegung beginnt, und zu einer von ¢, unendlich
wenig verschiedenen Zeit ¢ + 0¢, endet.

Irgend einem Zustande 4 der unvariierten Bewegung,
welcher zu irgend einer Zeit ¢ stattfindet, korrespondiert
immer derjenige Zustand B der variierten Bewegung, welcher
sur selben Zeit ¢ stattfindet. Im Zustande B soll die leben-
dige Kraft T der » Punkte um 07 groBer sein als im Zu-
stande A.

Die Werte der s Koordinaten simtlicher » Punkte
verden ebenfalls im Zustande B etwas andere sein als im
Zustande 4. Die durch diesen Umstand allein bewirkten
Zuwichse von F, Q und V bezeichnen wir mit  F, 0 Q
ud § 7. Ist ferner

0F

die gesamte, nach einer Koordinate p, des Systems der
n Punkte wirkende generalisierte Kraft, so ist also:

241 OF + 3Q=3V=—$-Ph3ph.

Es ist also 0 7V genau die auch im Vorhergehenden
immer so bezeichnete GroBe und stellt den Gesamtbetrag
der dem Systeme der n Punkte zugefithrten Energie dar,
welcher auf Arbeitsleistung gegen alle auf die » Punkte
wirkenden Krifte verwendet wird. Da ferner d 7 den Zu-
wachs der lebendigen Kraft dieser Punkte darstellt, so miiBite
den % Punkten irgendwie die Gesamtenergie

242) OE=0T+0V=0J+02=0J,,—0,8

Zugefihrt werden, um den Zustand 4 des Systems in den
Zustand B iiberzufiihren. Die Krifte, welche diese Energie
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Zufuhr bewirken und auf welche wir jetzt allein de
Namen Zusatzkriifte beschrinken wollen, sind ganz net
Kriifte, welche von allen withrend der unvariierten Bewegut
wirkenden véllig verschieden sind. Diese Energie J E stelle
wir mit der einem Korper zugefiihrten Wiarme 60 i
Parallele, J, = T 4 F dagegen, oder auch, wenn wir lieh
wollen, J, , = T + V, setzen wir mit der gesamten innere
Energie eines warmen Korpers, der lebendigen Kraft d
Molekularbewegung und der auf innere Arbeitsleistung ve
wendeten Wirme in Parallele.

§ 46. Das erweiterte System.

Die Zuwiichse der Kraftfunktionen 2 und ¥, welc
daher rithren, daB im Zustande B auch die » materielle
Punkte etwas andere Lagen haben als im Zustande 4, soll¢
mit J, 2 und J, Vbezeichnet werden, so daB der totale Zuwach
den die GroBen ¥ und Q beim Ubergang vom Zustande
in den Zustand B erfahren,

243) 6‘MV=6V+5,V, 3m.(2=3.(2+5,.(2
ist, und der Ausdruck
244) 0Jny =0T+ 0V +0,V

den totalen Zuwachs der Gesamtenergie J,,= T+ ¥V d
erweiterten Systems der n 4 » Punkte darstellt.

Man kann daher sagen: Wenn die Uberfihrung &
dem unvariierten in den variierten Zustand gerade z
Zeit t stattfinde, so daB gerade der Zustand 4 in den Z
stand B tbergefiihrt wiirde, so wiirde dem System d
n Punkte von den Zusatzkriften die Energie 0 E, durch d
Einwirkung der » Punkte die Energie — J £ zugefiihrt,
daB seine innere Energie um dJ, = 0 T + 0 F wachst od
es wird von der ganzen, durch Zusatzkrifte zugefithrt
Energie 0 E der Teil 0 T+ 0 F auf Vermehrung der Eige
energie, der Anteil d £2 aber auf #uBere Arbeitsleistung ve
wendet.

L ist die Kraftfunktion der Wechselwirkung der » w
der v Punkte. Da es sich hier blof um ein mechanisch
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Bild gewisser Naturerscheinungen handelt, so ist es voll-
kommen willkiirlich, welche Punkte man dem betrachteten
Systeme zuzihlt und welche man als #uBere ansieht. Es
kann in dem einen Falle die eine, in dem anderen wieder
eine andere Analogie mit den Eigenschaften warmer Korper
besonders hervortreten. Man kann daher auch die » Punkte
noch zum betrachteten Systeme rechnen, so daB dann

V=F+ Q
die potentielle, und
Joy=T+V=T+F+ Q

die totale Energie des gesamten betrachteten Systems ist.
Dann wire wieder 0T + 0 ¥V mit der zugefihrten Wirme
aber jetzt J, V= 0,2 mit der in Form von #uBerer Arbeit
dem Systeme zugefiihrten Energie in Parallele zu setzen,
— 43, Q der auf iuBere Arbeitsleistung aufgewendeten Wirme,

Wenn die Krifte, welche die Kraftfunktion £ haben.
keine gewdhnlichen Fernkrifte sind, sondern den Wert Null
haben, bei einer gewissen Entfernung der Punkte, zwischen
denen sie wirken, bei etwas groBerer oder kleinerer Ent-
fernung aber sofort ins Unendliche anwachsen, so ist ohne-
dies Q konstant, daher

0R+5,2=0

und es kommen beide Auffassungen auf dasselbe hinaus.
Bei dem Zentrifugalmodell ist diese Bedingung ohue weiteres
erfiillt; beim Bilde eines von einem Stempel abgeschlossenen
Gases kann man sich dieselbe jedenfalls ohne wesentliche
Modifikation des Problems erfiillt denken, da ja auch in
diesem Falle nur ein verschwindender Energiebetrag auf
Verinderung der Kraftfunktion derjenigen Krifte verwendet
wird, die zwischen den Gasmolekillen und denjenigen des
Stempels tatig sind, also die Variationen von  nicht in
Betracht kommen.

Mit B, haben wir die Krifte bezeichnet, welche die
vPunkte auf die » Punkte ausiitben (der Stempel auf das
@as). Gleiche und gleich bezeichnete Krifte iiben fiir den
Fall der Ruhe der v Punkte die NPunkte auf die » Punkte

Boltzmann, Mechanik IT. 12
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aus (die Hand oder belastende Gewichte von der AuBen-
geite auf einen leicht beweglichen, das Gas abschlieBender
Stempel). Gleiche entgegengesetzt bezeichnete Krifte tiben
die » auf die » oder die v auf die NPunkte aus. Fiir eine
auBerordentlich langsame Bewegung der » Punkte, wobei
der ganze ProzeB nahezu umkehrbar ausfillt (umkehrbare
Ausdehnung des Gases), gilt das eben Gesagte wenigstent
mit sehr groBer Anniherung.

Es ist daher — J, 7 auch die Arbeit, welche vermdge
der Bewegung der v Punkte gegen die Krifte geleistet wird
die von dem N auf die » Punkte ausgetibt werden und be
wirken, daB letztere bei der unvariierten Bewegung in Ruhe¢
bleiben, bei der variierten aber sich nur iiberaus langsam
bewegen. Letztere Kriifte sind ndmlich den Kriften %,
vollstéindig gleich.

§ 47. Anwendung des Prinzips der kleinsten Wirkung.

Es hat nun dE, 0T und 0 V dieselbe Bedeutung wie
in Formel 228 § 86. V enthillt allerdings auBer den Ko-
ordinaten der n auch noch die der » Punkte und die die letz
teren enthaltenden Ausdriicke spielen im Ausdrucke fiir die
Kraftfunktion der »Punkte die Rolle langsam vertnder-
licher Parameter, sobald die » Punkte sich langsam be-
wegen; allein dies geschieht niemals, solange die Bewegung
unvariiert bleibt. Wiahrend der unvariierten Bewegung is
daher 7V eine die Zeit nicht explizit enthaltende Funktiom
der Koordinaten der » materiellen Punkte und das alleis
ist zu Anfang des § 36 vorausgesetzt. Die durch unendlic]
kleine Bewegung der » Punkte eintretenden Wirkungea
werden dort zu den Zusatzkriften gerechnet. Es gilt dahe
hier wieder die Gleichung 223), némlich:

4 4 .
2adet=faEdt+ i} 5y — a5 5py).
b 3 1

Wir haben bisher die unvariierte Bewegung wihren«
der Zeit ¢ — ¢, und daneben ganz davon unabhingig di
variierte wihrend der Zeit ¢, + J¢, — ¢, betrachtet.
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Wir wollen uns jetzt mit der Betrachtung des Uberganges
von der einen zur anderen beschiftigen. Da ist es zunichst
vollkommen gleichgiiltig, zu welchem oder zu welchen im Ver-
lauf der ganzen Zeit ¢, —¢, liegenden Zeitmomenten die Zu-
satzkrifte den n Punkten Energie zugefithrt haben. Dagegen
ist es nicht gleichgiiltig, ob die gesamte Verriickung der
vPunkte in einem einzigen zwischen #, und ¢ liegenden
Momente geschah oder sich aus mehreren Verriickungen
zusammensetzte und wann im Verlauf der Zeit ¢, — ¢, diese
eine resp. jede der Partialverriickungen stattfand. Der
Wert, den der Zuwachs 0 E— 0 Q = 0(T + F)= dJ, der
Gesamtenergie der n»Punkte und ebenso der Wert, den der
Zuwachs 0J, , =0T + 0 F + Oyt @ = 0T+ 0y, V der ge-
samten lebendigen Kraft und Kraftfunktion der » 4 » Punkte
am Ende der Bewegung, also zur Zeit ¢ + d¢ hat, ist,
wenn die (Gesamtverschiebung der v Punkte dieselbe ist,
Datiirlichdavon unabhingig, wann diese Verschiebung stattfand.
Dagegen ist die gesamte #uBere Arbeit, sei es, daB wir die-
selbe als & 2 oder als — J,Q definieren, davon abhingig,
¥ann die Verschiebung der »Punkte stattfand, ebenso die
Energie T + 0 7, welche die Zusatzkrifte den nPunkten
Wahrend der Zeit ¢, — ¢, im ganzen zufiihren miissen. Denn
letztere ist gleich 07 + ot V— 0,2 =0T+ 0 F + 0 Q.
Es sollen nun speziell die » Punkte wihrend der ganzen
Zeit t, — ¢, der Bewegung sich gleichférmig aus der Lage,
die gsie fir die unvariierte Bewegung haben, in die Lage
hingberbewegen, welche sie fiir die variierte Bewegung
baben, so daB sie erstere Lage noch zur Zeit ¢, haben,
lotztere aber gerade zur Zeit ¢, erreichen. Wihrend also
die Bewegung der n Punkte mit groBer oder kleiner Ge-
schiwindigkeit geschehen kann, sollen sich die » Punkte un-
endlich langsam, aber vollkommen gleichformig bewegen,
80 daB sie wihrend der endlichen Zeit #, — ¢, nur sehr
Kleine Wege zuriicklegen, weshalb wir die ihren EinfluB
ausdrickenden Grofen die langsam verinderlichen Para-
Ieter genannt haben.
Bezeichnen wir dann mit o, 2 die Arbeit, welche von
den y Pankten gegen die von der Kraftfunktion £ her-
12*
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stammenden Krifte geleistet werden miiBte, wenn die ganze
Verschiebung der » Punkte im Zeitmomente ¢ vor sich ginge,
so ist die bei der jetzt betrachteten allmahlichen Ver-
schiebung der »Punkte wihrend der Zeit dt geleisteten
Arbeit gleich

o, Radt

G-t
wobei d,Q fiir die verschiedenen Phasen der Bewegung
verschieden, daher eine Funktion von ¢ ist. Die ganze von
den »Punkten gegen die der Kraftfunktion 2 entstammen-
den Krifte wihrend der Zeit # — ¢, geleistete Arbeit ist
also im Falle der allm#hlichen Verschiebung der v Punkte

4
245) 5,9 == [0 4.
to

Wenn dabei auch passende Zusatzkrifte wirken, welche
mit der Verschiebung der » Punkte zusammen die unvariierte
Bewegung in die variierte tiberfilhren, so daB sich die
materiellen Punkte zur Zeit ¢, noch in der Weise bewegten,
welche der unvariierten Bewegung zu dieser Zeit entspricht,
wogegen sie sich zur Zeit ¢, + ¢, genau in der Weise be-
wegen, welche ihnen in der variierten Bewegung zur Zeit
t, + 0t, (der der Endzeit ¢ der unvariierten Bewegung
korrespondierenden Zeit) zukommt, so miissen die Zusatz-
krifte den n materiellen Punkten die Energie

4 4
1 1

zufithren. Wann wihrend der Zeit ¢, — ¢, und in welcher
Weise die Zusatzkrifte wirken, ist hierbei gleichgiiltig, so-
bald nur der Effekt der ist, daB schlieBlich genau die
variierte Bewegung erzeugt wurde. Denn wenn der ganze
Energiezuwachs der »Punkte und die Gesamtverschiebung
der v Punkte, also dadurch auch die nach auBen abgegebene
Energie dieselben sind, so ist dadurch die von den Zusatz-
kriften zugefilhrte Energie bestimmt.?)

) Falls das System ein echt zyklisches ist, d.h. falls in der
unvariierten Bewegung an die Stelle jeder Masse, die ihren Plats
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Nun ist aber 67+ 0 V dieselbe GroBe, die in Formel
223 § 86 mit 0 F bezeichnet wurde und man erhilt daher
aus @leichung 246

& ']
247) (4, —14)0Q =23 [Tdt — g} 5p} — ¢} Ip))-
I 1.

§ 48. Betrachtung periodischer Bewegungen.

Falls sowohl die unvariierte als auch die variierte
Bewegung periodisch sind, kann man sich die drei im
vorigen Paragraphen behandelten Beweguungsarten, die un-
variierte, die variierte und den allmdhlichen Ubergang
von der einen zur andern leicht zeitlich nacheinander
realisiert denken. Ist s die Periode der unvariierten,
% + 0+ die der variierten Bewegung, so kann man setzen
t, =ty +4, 0t =04 Man kann sich dann zundchst
mehrere Male wihrend der Zeit ¢ die unvariierte Be-
wegung vor sich gehend, dann wihrend der Zeit ¢ (auch
24, 34) die » Punkte langsam verschoben und auch die Zusatz-
krifte wirkend und endlich mehrere Male wiihrend der Zeit
i 4 d0¢ die variierte Bewegung ablaufend denken. Man
denkt sich dann alle diese Vorginge nacheinander im Ver-
laufe der Zeit sich abspielend und kann, wenn man will,
die Unterscheidung zwischen zeitlichen Anderungen und
Variationen ganz fallen lassen.

verliiBt, sogleich eine andere gleich beschaffene, mit einer gleichen
gleichgerichteten Geschwindigkeit begabte Masse tritt, so daB die
» Punkte auf die letztere genau so wie auf die erstere wirken und
falls dasselbe auch fir die variierte Bewegung stattfindet, so hat J, £
fiir alle ¢ den gleichen Wert und die obige Formel gilt auch, wenn
die » Punkte sich nicht gleichformig aus der unvariierten in die
variierte Lage bewegen, die #uBere Arbeit ist dann ganz davon un-
abhiingig, wann die Verschiebung der » Punkte erfolgt. Doch wird
noch immer vorausgesetzt, daB die Gesamtbewegung der » Punkte
wihrend der Zeit # — # sehr klein ist. Selbst wenn sie ruckweise
erfolgt, so darf immer nach endlicher Zeit wieder ein nur unendlich
kleiner Ruck geschehen. Unter dieser Bedingung kann man dann
die GroBen, welche den EinfluB der » Punkte ausdriicken, noch immer
als die langsam veriinderlichen Parameter betrachten.
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von }(s 7)® im Anfangs- und Endzustande. Da im betrachteten
Falle aber der Anfangs- und Endzustand identisch sind, so
muB diese Differenz Null sein.

Wenn man z. B,, was wir den Prozef 4 nennen wollen,
merst die » Punkte verschiebt, dann die Bewegung der
n Punkte beschleunigt, dann die » Punkte wieder in ihre
alte Lage bringt und schlieBlich den » Punkten wieder so
vil Energie entzieht und auch ihre Geschwindigkeits-
richtungen gerade so #ndert, daB ihre Bewegung genau
wieder' die alte wird, so wird /"0 Q/7 immer verschwinden.
Dagegen wird SJQ im allgemeinen nicht Null sein.
Letzterer -Ausdruck wird natiirlich von gleichem Absolut-
werte, aber entgegengesetzt bezeichnet sein, wenn man irgend
eine Reihe von Bewegungszustinden der » und Lage der
v Punkte gerade in der entgegengesetzten Weise durchliuft.
(ProzeB B.)

Dem Prozesse 4 entspricht der folgende Vorgang: man
liBt ein Gas sich zuerst ausdehnen, dann erwérmt man es,
drickt es dann bei der hdheren Temperatur auf das alte
Volumen zusammen und kithlt es schlieBlich wieder ab, bis -
es den alten Zustand angenommen hat, alles in umkehrbarer
Weise. Die direkte Umkehr eines solchen Vorganges ent-
spricht dann dem Prozesse B.

Die von uns betrachteten Systeme unterscheiden sich
insofern von warmen Korpern, als ihr Zustand durch ihre
Energie und die Lage der » Punkte (die auBere Umgebung)
noch keineswegs bestimmt ist. So kann sich z. B. der
materielle Punkt m des Beispiels 2 des § 44 bei gleicher
Energie und gleicher #uBerer Umgebung im Kreise oder
in einer ellipsenartigen Bahn etc. bewegen.

Ds [ E:T‘é’ (die Entropie) = 2i(i 7) ist und jede Funktion

derselben mit dem integrierenden Faktor multipliziert wieder
integrierender Faktor sein muB, so ist auch ¢ integrierender
Faktor von d Q. Da ¢ die Zeit ist, innerhalb welcher ein
Teilchen einen ganzen Umlauf macht, so ist 1/¢ die (ganz
oder echt oder unecht gebrochene) Zahl der zyklischen
Umléufe in der Zeiteinheit.
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Unter einer periodischen Bewegung verstanden wir in
diesem Paragraphen selbstverstindlich eine solche, bei
welcher nach Ablauf der Periode dieselben Werte der
rechtwinkligen Koordinaten aller materiellen Punkte wieder-
kehren. Wihrend, wie wir sahen, periodische Bewegungen
die vollkommenste Analogie mit dem zweiten Hauptsatze
zeigen, 8o gibt uns die am Schlusse des § 41 und in § 44
als Beispiel 2 behandelte Zentralbewegung in einer unge-
schlossenen Bahn ein Beispiel einer nicht periodischen Be-
wegung von folgenden Eigenschaften: sie ist sonst den in
diesem Paragraphen behandelten sehr #hnlich und kann
sogar durch Betrachtung unendlich vieler in der gleichen
Ebene bewegter Massenpunkte in eine echt zyklische (aller-
dings nicht monozyklische) verwandelt werden; doch ver-
schwindet fiir dieselbe schon bei fixer Lage der » Punkte
(der Magnete, von denen die Werte von A und a abhiingen)
daher um so mehr bei variierender Lage der » Punkte
JO0Q|T iber einen vollstindigen KreisprozeB erstreck
nicht, ja § @ hat tiberhaupt keine integrierende Faktoren.

Nur durch die Annahme des gleichzeitigen Vorhanden-
seins sehr vieler Systeme mit allen méglichen Flichen-
geschwindigkeiten, unter denen die Zustinde nach den
Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung verteilt sind, kann
in diesem Falle die Analogie mit dem zweiten Hauptsatze
der Wirmelehre wiederhergestellt werden.

Durch die gleiche Annahme wird auch der oben er-
wahnte Mangel an Analogie zwischen warmen Koérpern und
dem von uns jetzt betrachteten Systeme von n materiellen
Punkten beseitigt, daB der Zustand der ersteren zur vollen
Bestimmtheit auBer der Angabe der #uBeren Umstinde nur
der des Wertes einer Variabeln (der Temperatur) bedarf,
wiahrend auf die Bewegung der betrachteten Systeme nebst
der Lage der » Punkte und dem Energieinhalte noch andere
die Anfangsbewegung der » Punkte bestimmende Integrations-
konstanten ihrer Bewegungsgleichungen von Einflu sein
konnen. Hierauf soll jedoch hier nicht niher eingegangen
werden.
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§ 49. Theorie der Zykeln.

Wir gehen nun speziell zur Entwicklung einiger Lehr-
sitze aus der Theorie der Zykeln iitber. Wir verstehen,
vie schon erwihnt, unter zyklischen Koordinaten schlecht-
weg solche, welche undifferenziert weder im Ausdrucke fiir
lebendige Kraft noch auch in dem fiir die wirkenden Krifte
oder etwa vorhandenen Bedingungsgleichungen vorkommen.
Wie ebenfalls bereits erwihnt, sind, falls keine Kriifte
im gewdhnlichen Sinne der Mechanik und keine die Be-
wegungsfreiheit beschriinkenden Bedingungen existieren, auch
die rechtwinkligen Koordinaten zyklische. Allein sie defi-
nieren keine finite, d. h. keine Bewegung, bei welcher fiir
beliebige Zeiten die rechtwinkligen Koordinaten und ihre
Differentialquotienten nach der Zeit zwischen endlichen
Grenzen eingeschlossen sind. Dagegen ist die Variable,
welche die Winkelstellung des im § 44 als Beispiel 3
beschriebenen Zentrifugalmodells definiert, eine zyklische
Koordinate im erweiterten Hertzschen Sinne, welche,
obwohl sie selbst mit wachsender Zeit ins Unendliche
wachsen kann, doch unter allen Umstiinden eine finite Be-
wegung bestimmt.

Eine echt zyklische Koordinate dagegen ist eine solche,
welche eine echt zyklische Bewegung bestimmt, d. h. wenn
tie unter Konstanthaltung aller anderen Koordinaten ver-
dnderlich ist, so muB an die Stelle jeder Masse, welche
ihren Ort im Raume verlaBt, sogleich wieder eine andere
Vollkommen gleich beschaffene mit der gleichen Geschwindig-
keit in gleicher Richtung bewegte Masse treten, worin das
Merkmal der echt zyklischen Bewegung besteht.

Es sei ein System gegeben, welches folgende Bedingungen
erfiillt: 1. unter den Variabeln, welche die Position seiner
hateriellen Punkte bestimmen, seien zyklische. 2. Gegen-
iber den Anderungsgeschwindigkeiten der zyklischen Variabeln
(den zyklischen Geschwindigkeiten) seien die Differential-
Quotienten nach der Zeit (Anderungsgeschwindigkeiten) der
tibrigen Variabeln, welche zur Bestimmung dieser Position
auBerdem noch erforderlich sind, sehr klein; diese letateren
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Variabeln heiBen deshalb die langsam Versnderlichen ode
die Parameter; endlich 3. seien die zyklischen Beschlel
nigungen ebenfalls sehr klein gegeniiber den zyklische
Geschwindigkeiten, d. h. die Anderungen der zyklische
Geschwindigkeiten, welche innerhalb von ZeitrBumen eir
treten, wihrend denen sich die Absolutwerte der zyklische
Koordinaten schon sehr bedeutend verindert haben, seie
noch immer sehr klein. Dann nennen wir das System ei
zyklisches System oder noch kiirzer ein Zykel.

Ist seine Bewegung zudem eine finite, s0 nennen w
es ein finites Zykel. Sind die zyklischen Variabeln laute
echt zyklische, so nennen wir es ein echtes Zykel. Ist m
eine unabhiingige zyklische Variable vorhanden, so heil
das System ein Monozykel; sind deren zwei, so heiBit «
ein Bizykel; sonst im allgemeinen ein Polyzykel; wenn
unabhingige zyklische Variabeln vorhanden sind, ein n-Zyke

An dem #uBerlich wahrnehmbaren Zustande eines echte
Zykels ist also, solange die Parameter konstant bleibe
trotz der lebhaften Bewegung innerhalb desselben keir
Verinderung bemerkbar. Es zeigt sich dies an warme
Kérpern, an Drihten, die von konstanten elektrische
Stromen durchflossen sind, aber auch an einem absoh
symmetrischen, um seine Achse rotierenden Kreisel oder ein
vollkommen homogenen, in einer in sich zuriicklaufende
Réhre stromenden Fliissigkeit. Wenn dagegen die zyklische
Geschwindigkeiten und die Parameter sich langsam iinder
so entspricht dies einem Gase, welches langsam erwirn
oder umkehrbar ausgedehnt oder komprimiert wird. Ei
anderes Beispiel ist die langsame Intensititsinderung od:
mechanische Ortsverinderung eines von einem elektrische
Strome durchflossenen Drahtes, oder die langsame B
wegung oder Deformation eines rotierenden Korpers odi
eines von ponderabler Fliissigkeit darchstromten Kanales.

Man kann die in den §§ 45—47 entwickelten al
gemeinen Formeln auf Zykeln anwenden, dabei aber manct
Vereinfachungen anbringen. Das Zykel soll wieder at
n materiellen Punkten bestehen, deren Lage also teils durc
zyklische, teils durch langsam verinderliche Koordinate
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bestimmt ist. Erstere wollen wir mit p,, letztere mit p, be-
zeichnen. Zwischen ihnen sollen keine Bedingungsgleichungen
melir bestehen. Diese » materiellen Punkte entsprechen
denjenigen, welche wir auch in den §§ 45—-47 die » mate-
rielen Punkte nannten.

Da die p, nicht undifferenziert in dem Ausdrucke fiir
Tvorkommen, so sind die nach den zyklischen Koordinaten p,
wirkenden Krifte (die zyklischen Krifte)

249) p, =42,
wobei

aT
250) q,, = 3 p'b .

Die Krafte P, entsprechen den Zusatzkriften der §§ 45—47;
die durch sie dem Zykel zugefiihrte Energie soll die zyklisch
ungefiihrte heiflen; sie entspricht der zugefithrten Wirme.

Da ferner die Glieder, welche zweite Ableitungen der p,
oder p, nach der Zeit enthalten oder welche beziiglich der
?, von der 1. oder gar 2. Ordnung sind, als verschwindend
angesehen werden gegeniiber denjenigen, welche blo8 p, und
7, enthalten, so sind die nach den Parametern p, wirken-
den Krifte

aT
251) Py=— g

Da T eine homogene quadratische Funktion der p/, ist, so
kinnen alle p’, und p, konstant, daher p; =p’,= 0 sein,
wenn alle P, verschwinden. Dagegen miissen, wenn dies
stattfinden soll, die P, im allgemeinen von Null verschiedene
Werte haben. Wir unterscheiden nun verschiedene Klassen
von nach den Parametern p, wirkenden Kriften. Dieselben
konnen teils von der Wechselwirkung der n Punkte her-
stammen, teils auch von der Wirkung anderer materieller
Punkte, welche den »’ Punkten der §§ 45—47 entsprechen
und- wie diese ein fiir allemal fix im Raume sein und die
fixen materiellen Punkte heiBen sollen. Sie kdnnen iibrigens
hier wie dort auch den » materiellen Punkten zugerechnet
werden. Diese, teils von der Wechselwirkung der » Punkte,
teils von der Einwirkung etwa vorhandener fixer materieller
Punkte auf sie herrithrenden Krifte, welche wir alle als
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Die langsame Verinderung, welche die zyklische Be-
wegung durch die Zusatzkrifte sowie vermdge des Umstandes
erfibrt, daB die von den » Punkten ausgehenden Krifte nicht
genau die durch die Gleichung 252) bestimmten Werte B,
haben, entspricht dem, was wir in den §§ 45—47 die Variation
der Bewegung genannt haben; jedoch ist es gegenwirtig
nicht notwendig, die durch die langsame Bewegung der
v Punkte und die Wirksamkeit der Zusatzkriifte eintretende
allmihliche Anderung der stationiren zyklischen Bewegung
als ein Problem der Variationsrechnung aufzufassen und die
dabei eintretenden Zuwiichse durch Verwendung des
Zeichens 0 besonders hervorzuheben. Man kann vielmehr
diese allmahliche Zustandsiinderung als eine gewdhnliche
unter dem EinfluB der Zusatzkriifte und der Lageninderung
der v Punkte im Verlaufe der Zeit stattfindende Bewegung
auffassen. Xis liegt dies besonders nahe bei den echten
Zykeln, bei denen die unvariierte Bewegung gar keine sicht-
bare Zustandsinderung darstellt, so daB erst bei deren lang-
samer Variation wahrnehmbare zeitliche Verinderungen auf-
treten,

Die Werte von T, 7 etc. fiir einen beliebigen Zeit-
moment der unvariierten Bewegung fallen fiir Zykeln mit
den Mittelwerten 7, V etc. derselben GroBen fir die un-
variierte Bewegung zusammen. Hs ist gleichgiltig, in
Welchem Zeitmomente der unvariierten Bewegung die
Variation beginnt, welche ganz den Charakter einer unter
dem Einflusse gegebener Krifte stattfindenden mechanischen
Bewegung hat und auch beliebig lange andauern, allmshlich
2 einer endlichen Variation wachsen und zu einer beliebigen
Zeit enden kann. Wenn in irgend einer Phase derselben
Dltzlich p,” =p./ = 0 wird, erhalt man sofort die dieser
Phase entsprechend zu denkende unvariierte Bewegung.

Es tritt hier deutlich zutage, wie die am Eingange
dieses Buches betrachtete Variation ganz allméhlich sich
dem Charakter einer gewdhnlichen, im Verlaufe der Zeit
stattfindenden Bewegung beliebig nihern kann, bei welcher
nur einzelne Koordinaten viel rascher, andere viel langsamer
Verdnderlich sind. :
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verschiedenen Systeme verschieden sind, so heiBt das System
ein ungefesseltes, oder nur teilweise gefesseltes Polyzykel,
sobald die Dauer dieser Perioden auBer von den Werten
der langsam veriinderlichen Parameter auch noch von denen
mehrerer unabhingiger zyklischer Geschwindigkeiten abhéingt,
dagegen ein vollstindig gefesseltes Polyzykel, oder ein zu-
sammengesetztes Monozykel, wenn sie auBler von den Para-
metern nur noch von dem Werte einer einzigen zyklischen
Geschwindigkeit abhiingt. Wenn im letzten Falle die Zahl

der Verhaltnisse 2, %, ... eine endliche ist und die Werte

1
dieser Verhiltnisse von denen der Parameter (der lang-

sam verinderlichen Koordinaten) vollkommen unabhéngig
sind, so kann man sich diese Verhiltnisse ohne wesent-
liche Anderung der mechanischen Bedingungen als ratio-
nale, wenn auch mit sehr groBem gemeinsamen Nenner
denken und daher einen lingeren Zeitraum J finden, inner-
halb dessen die Bewegung aller Massensysteme gleichzeitig
eine periodisch wiederkehrende ist, so daB das gesamte
mechanische System ein einfaches echtes Monozykel von
der Periode J darstellt und alles von einem solchen Be-
wiesene darauf anwendbar ist.

Dies wird_ aber zweifelhaft, wenn die Anzahl der Ver-

haltnisse -2, 1:;—, ... eine unendlich groBe ist und gilt jeden-

?
falls nicht mehr, wenn die Werte dieser Verhiltnisse kon-
tinvierliche Funktionen der Parameter sind, weil dann die
zyklischen Koordinaten im Vereine mit den Parametern im
allgemeinen nicht mehr ein System holonomer Koordinaten
bilden.y) Alle entwickelten Formeln gelten aber nur fiir
holonome Koordinaten; denn wie wir schon in § 4 auf S.16

) Borchards Journal Bd. 98, 1. Heft S. 87, 1885; Wien. Sitz.-

Ber. Bd. 111, S. 1608 1902. Wenn z. B. die parallelen Drehungs-
achsen zweier Korper sich nach entgegengesetater Seite konisch ver-
jingen und ein Transmissionsriemen oder eine Friktionsscheibe so
d‘{Wischen kontinuierlich verschiebbar ist, daB sie bald einen dickeren
¢l der ersten Achse mit einem diinneren der zweiten, bald wieder
Umgekehrt verbindet und man den Weg s eines nicht in der Drehungs-
Schse liegenden Punktes des ersten Korpers als zyklische, die Ver-
Schicbung 4 des Riemens oder der Friktionsscheibe als langsam ver-
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in der Anmerkung erwihnten, werden im ganzen Buche, mit
Ausnahme der §§ 27 und 28, unter generalisierten Koordi-
naten immer nur holonome generalisierte Koordinaten ver-
standen. Wir wollen hierauf nicht niher eingehen und nur
noch den Beweis fiir einen sehr allgemeinen, von Helmholtz
gefundenen Satz fithren.

Sei ein beliebiges, zusammengesetztes monozyklisches
(also vollstindig gefesseltes polizyklisches) System gegeben,
dessen langsam verénderliche Koordinaten mit p,, dessen
rasch verinderliche Koordinate mit p bezeichnet werden sollen.
Es wird vorausgesetzt, daB bei passender Anderung der P, die
Bewegung in genau #hnlicher Weise vor sich gehen kanu,
wobei nur simtliche Geschwindigkeiten mit einer konstanten,
fiir alle Geschwindigkeiten gleichen, aber ganz willkithrlichen
Zahl » multipliziert, also gewissermaBen die Zeitdauer aller
Vorginge auf den n-ten Teil reduziert erscheint; wenn dann
nur ein einziger langsam verinderlicher Parameter p, vor-
handen ist, so ist die gesamte im Systeme enthaltene leben-
dige Kraft immer integrierender Nenner des Differentials
der von auBen zugefithrten Energie; sind dagegen mehrere
p, vorhanden, so gilt dies ebenfalls jedesmal dann, wenn
jenes Differential iiberhaupt integrierende Faktoren besitzt.

Sei zuniichst nur ein langsam verénderlicher Parameter p,
vorhanden, so werden zwei Gattungen von Zustandsinde-
rungen moglich sein. Erstens bei ungeinderten Bahnformen
andert sich bloB die Geschwindigkeit aller beweglichen Teile
proportional. Zweitens #ndern sich die Bahnformen. Die
Gestalt der Bahnen hingt daher nur von einer einzigen
unabhingig verinderlichen GroBe ab, wihrend die andere

#nderliche Koordinate wiihlt, so gelangt ein nicht in der Rotations-
achse liegender Punkt des zweiten Korpers im allgemeinen nicht an
dieselbe Stelle, wenn zuerst s um eine endliche GréBe ¢ und dann a
um eine ebenfalls endliche GréBe o wiichst, oder wenn zuerst ¢ um
« und dann erst 8 um o wiichst. Wenn also auch durch g und ds/d¢
simtliche Geschwindigkeiten, also falls wir ein echtes Zykel vor uns
haben, der ganze erkennbare Zustand desselben gegeben ist, so sind
doch nicht durch die Angabe der Werte von o und s die Positionen
simtlicher Punkte des Systems bestimmt, o und s sind also nicht
holonome verallgemeinerte Koordinaten.
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uabhingig verinderliche GroBe bloS die Geschwindigkeit
bestimmt, mit welcher die Babnen durchlsufen werden.
Falls man daher die Grenzen immer so variiert, daB das
letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet, muB man bei
der Rickkehr zur alten Bahn auch zu den urspriinglichen
Grenzen zuriickgelangen, die beiden Glieder in Gleichung 238)
rechts werden identisch und ¢ Q/T wird ein vollstindiges
Differential.

Falls mehr als ein langsam ver#nderlicher Parameter p,
existiert, ist 7 im allgemeinen nicht mehr integrierender
Nenner von d Q, da man bei Wiederkehr zu genau demselben
Zustande des Systems im allgemeinen nicht mehr zu den-
selben Integrationsgrenzen zuriickkommen wird, sobald die
Grenzen immer so gedndert werden, daB das letzte Glied in
Gleichung 228) verschwindet; doch 1i8t sich auch in diesem
Falle beweisen, daB T integrierender Nenner sein muB, falls
iberhaupt integrierende Faktoren von d Q existieren. Sei
allgemein d Q = Md N und man wahle T und die p, als die
independenten Variabeln.

Nach dem eben Bewiesenen muB, sobald alle p, bis auf
eines konstant sind, T integrierender Nenner von d Q sein;
it also g irgend einer der Indizes ¢ und do, das zum
Faktor 7 hinzutretende Differential, so folgt zunichst:

27) M(‘;—IT"dT+ %%dpg) - T(a"'dT+ a"”dp’)

Diese Gleichung muB fiir alle Wertekombinationen der
dabei als konstant vorausgesetzten Variabeln p,, p,, . «-Py_s
24yy-.. gelten. Wenn also M und N gegeben sind, so ist
daraus 6, bis auf einen nur die letzterwihnten Variabeln
enthaltenéen Ausdruck bestimmt. Dasselbe gilt auch fiir
jeden beliebigen anderen der Indizes a, z. B. k; man hat
also ebenso

258) M(aTdT+ o dp,,)- T(a"*d'.r+ a"'-dp,,)
wobei natiirlich die Identitéit von ¢, und o, noch nicht er-
wiesen ist. Aus dieser und der Gfelchung (257) folgt un-
hittelbar:

259) 0o =22,

Boltzsmann, Mechanik II. 18
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Es konnen sich also ¢, und ¢, nur um Grofien unter-
scheiden, welche kein T, sondern nur die p, enthalten.
Wir wollen setzen: ¢ = ¢ + lI 6, = 0o + II,, wobei die
IT nicht mehr Funktionen von T sind; dann folgt aus der
Gleichung 257)

N do
260) Mz7=Ts7
und
ON do 0 11,
1 SN _ p(2e ')
26 ) Mapv T(a}’v + dp,

fir jeden Wert von g; hieraus ergibt sich weiter
262) 40=UiN="T(do+35Teap),
P, 9

die Summe ist diber alle mdglichen Werte des Index g zt
erstrecken. Da laut Ubereinkunft d Q einen integrierendex
Faktor hat, so muB es jedenfalls auch einen besitzen, wenx
man alle p, bis auf zwei derselben, etwa p, und p,, konstan'
setzt. Dividiert man dann noch das Differential d Q durcl
T, so ergibt sich:
0 8 11, d

263) ardT"'( + H')d + (ap.+ ap:)dp =39,

Nach dem Gesagten muB auch dieser Differentialaus
druck einen integrierenden Faktor haben. Schreibt man di:
bekannte Bedingung dafiir hin, so sieht man, daB aus der
selben folgt: entweder

do

370

oder

264) oI, _ o5,

0p,0pn 0P, 0

fir alle Wertepaare von g und A Die erste Gleichum
kann nie erfiillt sein, da sonst bei Konstanthaltung der g
zur Erhohung der lebendigen Kraft gar keine Energiezufub
notwendig wire. KEs miissen daher die Gleichungen 264
gelten, aus welchen folgt, daf > aﬂ‘ dp, das komplette Di-

ferential einer Funktion I7 der p, ist, weshalb damm
dQ = Td(o + IT) wird.
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§ 51. Adiabatische und isozyklische Bewegung.

Wenn fiir ein beliebiges Zykel alle P, = 0 sind, dagegen
die B, von den durch die Gleichungen 252) und 254)
gegebenen Werten verschieden sind, so daB die Para-
meter p, sich langsam verindern, so nennt man die
Bewegung eine adiabatische. Dann folgt aus den Glei-
chungen 249), daB die Momente ¢, beziiglich der zyklischen
Koordinaten alle konstant sein miissen. Die zyklischen Ge-
schwindigkeiten p’, aber werden sich dann infolge der lang-
samen Anderung der Parameter allmihlich ebenfalls lang-
sam andern. Wenn dagegen die P, wihrend der langsamen
Anderung der Parameter stets solche Werte haben, daB die
7, exakt unverindert bleiben, so nennt man die Bewegung
eine isozyklische.

Ein Beispiel fiir die adiabatische Bewegung bildet ein
um seine Achse rotierender Rotationskdrper, oder das im
§ 44 als Beispiel 8 beschriebene Zentrifugalmodell, wenn
niemals ein um die Rotationsachse drehendes Moment wirkt.
Dagegen macht das Zentrifugalmodell eine isozyklische Be-
wegung, wenn durch passende, an der Kurbel wirkende
Krifte P, seine Umdrehungsgeschwindigkeit stets konstant
erhalten wird, obwohl sich die verschiebbare Masse m der
Drehungsachse bald langsam nihert, bald langsam davon
entfernt.

Physikalische Analogien fiir die adiabatische Bewegung
sind warme Korper, bei deren Zustandsinderung Wirme
weder zugefithrt noch entzogen wird (daher der Name
adiabatisch auch fiir die analogen Bewegungen mechanischer
Zykeln), elektrische Stromkreise, in denen unverinderliche
elektromotorische Krifte tatig sind, bewegte, mit konstanten
Elektrizitatsmengen statisch geladene Leiter etc. Die ent-
Sprechenden physikalischen Vorginge werden isozyklischen
BBWegungen analog, wenn die Temperatur der warmen
Kérper, die Stromintensitit der elektrischen Strome, das
Potential der elektrostatisch geladenen Leiter konstant er-
lfalten wird. Bei einem rotierenden Korper tritt isozyk-
lische Bewegung ein, wenn er in Riemen- oder Zahnrad-

18*
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verbindung steht (gekoppelt ist) mit einem rotierenden
Schwangrade von unendlicher Masse oder einem zu Rotation
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit gezwungenen Kérper;
physikalische Analogien bietet ein warmer Korper, der mit
einem unendlichen Wirmereservoir gut leitend verbunden
ist, ein elektrischer Leiter, dessen Enden auf konstantem
Potentialunterschied erhalten werden (mit den Polklemmen
des Elektrizititswerkes verbunden sind), in der Elektrostatik
ein zur Erde abgeleiteter Kérper, was Helmholtz auch als
Koppelung mit der Erde, dem Wirmereservoir usw. bezeichnet.

In Gleichung 254) sind die partiellen Differential-
quotienten so zu verstehen, daB die p’, konstant zu halten
sind, also die Zustandsinderungen isozyklisch zu geschehen
haben. Wir wollen, wie es schon in § 9 geschah, partielle
Differentialquotienten, bei deren Bildung die p’, als konstant
zu betrachten sind, mit dem Index p’, solche dagegen, bei
deren Bildung die ¢, als konstant zu betrachten sind, mit
dem Index ¢ bezeichnen.

Man kann daher sagen: H ist die Kraftfunktion der
nach den Parametern p, wirkenden Kriifte B, fir isozyk-
lische Zustandsinderung, ihr entspricht in der Thermo-
dynamik das isotherme thermodynamische Potential; bei
jeder isozyklischen Bewegung ist

- ag—dea=—dH= dF—dT
die von den auf das Cykel wirkenden Kriften %, bei Ande-
rung der p, dem Zykel zugefiihrte (d. h. die in Form vom
duberer Arbeitsleistung zugefiihrte) Energie. Da der ganze
Energiezuwachs d E = d F 4 d T ist, so folgt d Q=2d T, die
zyklisch zugefiihrte Energie ist daher gleich dem doppelters
Zuwachs der kinetischen Energie.
Nach Gleichung 63) ist

0, T 0, T 0, B 0, H

—3"17“ =— a"pﬂ daher a"pa = — _57.
Man kann also die erste der Gleichungen 254) auch so
schreiben:

265) B, =

W E
0 Pa
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Die #uBeren Krifte 8, konnen daher auch als die
adliabatischen partiellen Differentialquotienten von E nach den
Koordinaten p, und — E als die adiabatische Kraftfunktion
bezeichnet werden. Die gesamte, durch #uBere Arbeits-
leistung dem Systeme zugefithrte Energie ist also bei adia-
batischer Bewegung gleich d E, also gleich dem gesamten
Energiezuwachs, was selbstverstindlich ist, da sie in diesem
Falle die einzige Energiezufuhr ist.

Durch Anwendung des gefundenen Theorems, daB so-
wohl bei adiabatischer als auch bei isozyklischer Zustands-
inderung die #uBeren Kriifte eine Kraftfunktion haben, auf
die Warmetheorie erhalten wir folgenden Satz: Wenn ein
warmer fester Korper darch beliebige #uBere Krifte adia-
bastisch oder isotherm beliebig deformiert wird, so ist die
Deformationsarbeit immer ein vollstandiges Differential, als
ob die #uBeren Krifte solchen, die von ruhenden Massenteilchen
hexrithren, das Gleichgewicht hielten, wenn auch die Massen-
teilchen des Korpers in lebhaftester Wirmebewegung be-
griffen sind.

§ 52. Hertz' reziproke Beziehungen.

1. Es mdge sich der Zustand eines Zykels langsam
aiabatisch einmal so verindern, daB nur der Parameter p,
umad dp, wichst, das andere Mal so, daB nur der Parameter
Po. um dp, wichst. Im ersten Falle mdge die nach p,
Wirkende suBere Kraft B, um 4P, im zweiten Falle die
Dach p, wirkende duBere Kraft B, um 4B, wachsen, dann
ISt immer

dBe _ d%
dp. ~ dps’
d asselbe gilt auch, wenn alle Bewegungen isozyklisch er-
folgen, wir konnen diese beiden Relationen ausfithrlicher
80 schreiben:
0, B 0, Bs 0pr Por 0, Pa
o= e wd Spe =gk,
der Beweis folgt nnmittelbar aus den Gleichungen 254) und
265), d. h. aus dem Umstande, daB die auBeren Krifte so-
Wohl fir die adiabatische als auch fir die isozyklische Zu-
Standsinderung eine Kraftfunktion haben.
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2. Wegen
aF é,T OF , a1
Be= = 3p " Fp 70 =0 W F=gy
(letzteres nach 60)), findet man
268) 9B _ _ 0P

aQb apn
Wenn daher ein bei Konstanz aller iibrigen ¢ und alle
Parameter erfolgender Zuwachs eines zyklischen Momente ==
g, um dg, einen Zuwachs der nach einem Parameter p__,
wirkenden Kraft B, um 4%, bewirkt, so bewirkt ein adia—
batischer und bei Konstanz der fibrigen Parameter erfolgende=
Zuwachs von p, um dp, einen entgegengesetzt wie d¥P _,
bezeichneten Zuwachs (eine Abnahme) der zyklischen Ge —
schwindigkeit »’, um dp’, und zwar ist das Verhiltnis de wr
als Ursachen angenommenen Zuwichse dg, und dp, zu dem—
als Wirkungen betrachteten Anderungen (@, und dp',.)
gleich (wie Hertz sagt, das Verhiiltnis zwischen Ursachem2
und Wirkung ist in beiden Féllen gleich) Es ist unte =
diesen speziellen Umsténden;
d%a ap’s

Da fiir ein Monozykel dp,’ und dg, gleich bezeichne>t
sein muB, so gilt fiir ein solches auch folgender Satz: Wen m1
eine Vermehrung der zyklischen Geschwindigkeit p’ be>i
Konstanz der Parameter die Kraft nach irgend einem Parea.-
meter p, erhtht, so muB ein adiabatischer Zuwachs dieses
Parameters bei Konstanz der anderen die zyklische Ge-
schwindigkeit ' vermindern.

3. Es moge die Kraft P, den in Gleichung 267) vox~-
kommenden Zuwachs dg, in der Zeit d¢ erzeugen, so isst

dg,= P, dt, andererseits ist P’ = dﬁ“ die Geschwindigkeit,
mit welcher dann die Kraft 8, unter den Umstinden wichst,
unter denen die Gleichung 267) gilt. Die linke Seite der
Gleichung 267) ist daher gleich P’,/P, und wenn man fir die
rechte Seite wieder deutlichkeitshalber zur Schreibweise der
Gleichung 266) zuriickkehrt, so folgt aus 267)
s 0, 7'
268) Al Pt
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in Worten: Wenn alle Parameter konstant und alle nach
den zyklischen Koordinaten wirkenden Krifte bis auf eine
(P) gleich Null sind, so soll wihrend der Zeit d¢ die nach
dem Parameter p, wirkende Kraft %, um P’ ,d¢ wachsen,
dann bewirkt eine adiabatische Zunahme von p, unter Kon-
stanz der ibrigen Parameter eine Abnahme von p’, und es
ist wieder das Verhidltnis von Ursache und Wirkung in
beiden Fallen gleich, wenn wir die Kraft P, als Ursache,
die Anderungsgeschwindigkeit %', der Kraft %, als ihre
Wirkung, und andererseits den Koordinatenzuwachs dp, als
Ursache und die Abnahme — dp/, der zyklischen Ge-
schwindigkeit p’, als deren Wirkung betrachten.

4. Wegen
= _OF 0,7 =T
Ba= 0p. ' 0p. und g, = dap’s
hat man
0%, 0y
#69) il T

d. h. wenn bei Konstanz der iibrigen zyklischen Geschwindig-
keiten und der Parameter ein Zuwachs einer zyklischen
Geschwindigkeit o', einen Zuwachs der nach einem Para-
eter p, wirkenden #uBeren Kraft P, bewirkt, so bewirkt
&uch ein isozyklischer Zuwachs von p, bei Konstanz der
librigen Parameter einen Zuwachs des zu p’, gehdrigen
Zyklischen Momentes ¢, und zwar ist, wie Hertz abgekirzt
Sagt, wieder fiir unendlich kleine Zuwichse das Verhiltnis
von Ursache und Wirkung in beiden Fillen gleich. Auch
hat fir Monozykeln wieder der Zuwachs der zyklischen
Greschwindigkeit dasselbe Vorzeichen, wie der des zyklischen
Momentes.

5. Genau 8o, wie aus Gleichung 266) die Gleichung 268)
8ewonnen wurde, so kénnen wir auch aus Gleichung 269) eine
Deue bilden. Bei Bildung des partiellen Differentialquotienten
der rechten Seite der letzteren Gleichung ist angenommen,
daB die P, und P, solche Werte haben, daB alle p, und
alle Parameter mit Ausnahme eines einzigen p, konstant
blejben. Die dabei nach der zyklischen Koordinate p,

Wirkende Kraft soll P,, die Zuwichse von p, und ¢, wihrend
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der Zeit dt¢ aber sollen dp, und dg, heiBen. Dann ist der
Quotient 7 dq” gleich der in Formel 269) mit %’; £ pe-
zeichneten GriiBe, es ist aber auch dp, =p', dt und d¢,= P,dt:
daher

6,, @ _ P

0pa Pl
und man kann die Gleichung 269) in der Form schreiben

9B _

210) =
In Worten ausgedriickt: Wenn bei Konstanz der iibrigen
zyklischen Geschwindigkeiten und der Parameter ein An-
wachsen einer zyklischen Geschwindigkeit p’, einen Zuwachs,
der nach einem Parameter p, wirkenden Kraft P, bewirkt,
so muB behufs isozyklischen Wachsens von p, bei Konstanz
der ibrigen Parameter in der Richtung der zyklischen Ko-
ordinate p, eine positive Kraft P, wirken und zwar ist
wieder das Verhiltnis zwischen Ursache und Wirkung in
beiden Fillen gleich, wenn man den Zuwachs von p’, als
Ursache, den Zuwachs von P, als deren Wirkung, anderer-
seits die Geschwindigkeit p,, mit welcher sich p, isozyklisch
sndert, als Ursache der Notwendigkeit der Kraft P, und
letztere als deren Wirkung bezeichnet.

Beim Beweise und der mathematischen Formulierung
dieses Satzes ist in Hertz’ Prinzipien der Mechanik Nr. 577)
S. 245 iberall das Zeichen 0 zu viel

§ 53. Helmholtz' Siitze iiber gemischte Zykeln.

Helmholtz hat einige Betrachtungen von noch etwas
groBerer Allgemeinheit angestellt. Es sei wieder ein System
von n Punkten gegeben, welches mit »’ ein fiir allemal und fir
immer fixen Punkten in Wechselwirkung stehen kann, welch
letztere Punkte man auch, wenn man will, zu den » Punkten
ziahlen kann. Die Kraftfunktion aller zwischen diesen
Punkten wirksamen Krifte sei F, die kinetische Energie
der nPunkte sei 77 Wir setzen diesmal wieder, wie in
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§§ 45—52, aber abweichend von unserer sonstigen Be-
zeichnungsweise
T+F=2E,

T—F=H,

% daB E die gesamte Energie der » +4 n’ Punkte ist. Unter
den Koordinaten, welche die Position der nPunkte be-
ttimmen, kdnnen zyklische sein, die wir wieder mit p, be-
zeichnen wollen, d. h. ihre nicht nach der Zeit differentierten
Werthe sollen weder in T noch in F' vorkommen. BloB die
p,sollen in 7 vorkommen. Die Gesamtanzahl dieser zyklischen
Koordinaten sei ¢. Die Gesamtkraft, — 6 F/dp,, welche
die » 4 »' Punkte nach irgend einer zyklischen Koordinate
austben, muB also gleich Null sein. Die tibrigen Koordi-
naten brauchen nicht gerade langsam verinderliche zu sein,
tind also ganz beliebige Koordinaten. Wir nennen sie daher
gewdhnliche Koordinaten und bezeichnen sie wieder mit p,.
Ihre Gesamtzahl sei s. Zwischen den p sollen keine Be-
dingungsgleichungen mehr bestehen. Ein solches System,
welches zwar zyklische Koordinaten enthilt, dessen iibrige
Koordinaten aber nicht oder wenigstens nicht alle als langsam
verinderlich betrachtet werden, wollen wir ein gemischtes
Zykel nennen und im Gegensatze dazu ein solches, welches
lur zyklische und langsam veréinderliche Koordinaten ent-
balt, ein reines Zykel.

Am leichtesten wird das Verstindnis der nun zu ent-
Wickelnden (leichungen, wenn man sich die Beschaffenheit
des Systems der n + » Punkte und die Kraftfunktion F,
Sowie auch die Bewegung der Punkte, also deren samtliche
]_Ioordinaten als Funktionen der Zeit, gegeben denkt und
fich fragt, welche Krifte P, und P, nach den zyklischen Ko-
rQinaten wirken resp. zu den vermdge der Kraftfunktion F
Jach den gewshnlichen Koordinaten wirkenden Kriften noch
bin zukommen miissen, um die gegebene zeitliche Verinde-
Mang der Koordinaten zu erzeugen. Es miissen dann fiir
dlﬁ zyklischen Koordinaten die Gleichungen 254) also

2 =408
]) Pb—dtap’,,
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und fir die gewdhnlichen Koordinaten die gewdhnlichen
Lagrangeschen Gleichungen

d 0H 0H
212) B =357, " om
gelten. Fir jeden Index b und % sei
0H 0T

Die gesuchten Krifte P, und 9P, sollen wieder von be
liebigen #uBeren (den #) materiellen Punkten ausgehen
um die wir uns {ibrigens weiter gar nicht kiimmern
wollen. Sie kénnen, wenn die Werte der p als Funktionen
der Zeit gegeben sind, aus den Gleichungen 271) und 272)
ebenfalls als Funktionen der Zeit gefunden werden, d. h. e
kann die Frage beantwortet werden, welche #uBere Krifts
P, und B, in jedem Momente zu den durch die Kraft-
funktion F bedingten noch hinzukommen miissen, um die
gegebene Bewegung zu erzeugen.

Natiirlich ist die Gultigkeit der Gleichungen 271) und
272) ganz davon unabhiingig, welche GroBen man darin als
gegeben betrachtet und nach welchen man frigt. Diese
Gleichungen sind auch richtig, wenn die P, und %, a8
Funktionen der Zeit, ja selbst, wenn sie als Funktionen
der Koordinaten, Geschwindigkeiten oder sonst beliebiger
GroBen gegeben wiren und wenn die Aufgabe gestellt wire,
die Bewegung (d. h. die p” bei gegebenen Anfangswerten
der p und p)) zu bestimmen. Nur wiirden im letzten Falle
auch die linken Seiten der Gleichungen 271) und 272) die
zu suchenden Unbekannten enthalten. Ja es ist eigentlich
vollkommen willkiirlich, welche Krifte man zur Kraftfunktion
F als innere, welche zu den %, als &uBere rechnet, ob man
die Korper, von denen gewisse Krifte ausgehen, noch zum
System rechnet oder als auBenliegend ansieht, wenn man
sich dann nur konsequent bleibt; so rechnet z. B. Helm-
holtz in der Elektrodynamik den galvanischen Leitung®
widerstand bloB deshalb zu den 9P, weil er zu irreversibeld
Vorgingen AnlaB gibt. Wir wollen aber behufs grdferer -
Anschaulichkeit immer fingieren, da8 F und die Bewegung
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des Systems gegeben wire und nach den zu ihrer Her-
haltung notwendigen P, und P, gefragt werde.

Gleichungen von der Form der Gleichung 272) miissen
such an die Stelle der Gleichungen 252) und 254) treten,
wenn man die in §§ 49—51 behandelte Theorie der Zykeln
ohne jede Vernachlassigung entwickeln will oder iiberhaupt,
wenn man die Frage losen will, wie sich die langsam ver-
inderlichen Parameter unter dem Einflusse gegebener %,
mit der Zeit verindern. Denn wenn man diese Frage be-
antworten will, so darf man offenbar nicht p,’ und p! ver-
nachlassigen. In der Gleichung 271) und 272) aber findet
tich keine Vernachliissigung mehr; denn die Bedingung, daB
die zyklischen Koordinaten undifferenziert weder in 7' noch
in F vorkommen, ist nicht bloB anniherungsweise, sondern
vollkommen exakt realisiert.

Die Gleichung 272) hat die zu Anfang des § 34 an-
gedeutete Form, welche man erhidlt, wenn man in der
allgemeinen Lagrangeschen Gleichung 50) die # =0
eizt und dem ¥ die Form 220) erteilt.

Es sollen zundchst simtliche P, = 0 sein, so daB die
fnklischen Bewegungen adiabatisch verlaufen.

Dann sind nach 271) die GrdBen

0H

214) B, %

m allen Zeiten konstant. Sind die Werte dieser Konstanten
gegeben, so konnen mittels der o Gleichungen 274) die
¢ GroBen p’, aus 7 und daher auch aus H eliminiert werden.
Da aber die Gleichungen 274) Glieder mit den ersten
Potenzen der p’ und solche die von den p’ frei sind, ent-
halten, so wird nach dieser Elimination 7 eine Funktion
tveiten Grades der fiibrigen p’ (der p,) sein, welche nicht
mehr homogen ist, sondern auch Glieder, die linear beztig-
lich der p’, sind und ein von diesen ganz freies Glied ent-
Mt Dann enthilt also auch die GroBe §, welche durch
Eimination der p, aus H mittels der Gleichungen 274)
eatsteht, Glieder, die beziiglich der p’, linear sind.

Ein Beispiel hierfir ware ein System, welches einen
" eine Haupttrigheitsachse reibungslos und widerstands-
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los rotierenden Kdrper enthilt, wie das Pendel, das wir
in § 22 behandelten. Der Winkel, dessen Differen—
tialquotient nach der Zeit die Winkelgeschwindigkeit des
rotierenden Korpers bestimmt, wire das betreffende p,
und es miiBte angenommen werden, daB die Kriifte immer
nur auf die beiden Spitzen der Achsen wirken, so daB
niemals ein Drehmoment existiert, welches die Drehung be-
schleunigt oder verzbgert. Der gleichen Bedingung unter-
worfene rotierende Kdrper denkt sich Maxwell zur Erklirung
des Magnetismus innerhalb der Volumenelemente des
Athers vorhanden und erklirt dadurch, daB die elektro-
magnetische Energie des Athers Glieder enthilt, die beziig-
lich der Stromstirken linear sind, wogegen die rein elektro-
dynamische Energie eine homogene quadratische Funktion
der Stromstirken ist. Er nimmt ndmlich an, das die Strom-
stirken die Anderungsgeschwindigkeiten zyklischer Koordi-
naten sind.

Da $ dadurch aus H entstanden ist, daB man darin
die p’, vermdge der Gleichungen 274) als Funktionen der
p, und p’, ausgedriickt hat, so ist

b=0
09 _oH dH dp
Opn  Opa +bZ’:6p’» opn

b=
09 _9H N9 H opy
0p'n  0pa ] ap'y 8p's

oder wegen der Gleichungen 274)

0H _ 09 _ 1 orh ﬂ_@_"z"' o
aps  Opa b=1qb ap’ 9P Oph hl‘-’bap’,.

Setzt man daher
b=0
275) H = @ —bg qbp'b’
so wird
OH' _0H 9H _4H
0y - 0 pn ’ ap’n— 0P .
Hier sind in H' die p/, durch die Gleichungen 274) elim

niert zu denken, bei Bildung von 98 und 6—1;!- aber als
9 pa ap
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konstant zu betrachten. Die allgemeine Bewegungs-
gleichung 272) nimmt also, wenn man die p’, mittels der
@Gleichungen 274) durch p, und p’, ausgedriickt denkt, fir
jedes p, dieselbe Form

d 6H oH
276) "‘3»=Wa—p',“m

an. Nur ist fiir H nun die GroBe H' zu setzen, in der die
7, durch die Gleichungen 274) als Funktionen von p, und
7, susgedriickt zu denken sind, so daB H’ im allgemeinen
eine nicht homogene quadratische Funktion der p, ist.

Als Beispiel betrachten wir nochmals die schon in
§ 22 behandelte Aufgabe aus der Theorie der Rotation eines
festen KOrpers um einen fixen Punkt. Ein starrer Kdrper
s¢i um einen festen Punkt drehbar. Sein Trigheitsellipsoid
beziiglich dieses Punktes sei ein Rotationsellipsoid.

Wir wihlen dieselben Bezeichnungen wie dort und es
falle wieder die O(-Achse mit der Rotationsachse des Triig-
heitsellipsoides zusammen.

Dann erfiillt die Variable B die Bedingungen, die wir
den jetzt mit p, bezeichneten Koordinaten beilegten. Ist
also die nach B wirkende generalisierte Kraft 8 zu allen
Zeiten gleich Null, so ist nach 274)

8H _9H _ 8T

—ap'b = a—B—, = W = konst.

Bezeichnen wir den Wert dieser Konstanten mit — #J, so
folgt also aus der dritten der Gleichungen 121)
¢d — B =v

libereinstimmend mit 124). Eliminiert man mittels dieser
Gfleichung B’ aus dem Ausdrucke 123) fiir 7, so folgt

217) H=T=3 a4 094 Lo,

F ist in unseren gegenwirtigen Rechnungen die Kraft-
f'}Ilktion der inneren Krifte des Systems, also, da dieses
e ginziger fester Korper ist, gleich Null. Die Schwere oder
allgemeiner die Krifte % und € werden als #uBere Krifte



206 IV. §58. Gemischte Zykeln. [Gl. 278-280.

angesehen und sind in den anderen Teil der Kraftfunktion
h=s
).2 .2, (Gleichung 220) eingerechnet. H ist némlich hier
=1

immer gleich T — F, nicht wie frither in diesem Buch
gleich T— V.

Der Ausdruck 277) ist die in Gleichung 275) mit §
bezeichnete GroBe. Aus dieser Gleichung folgt

218) H =9+vJB = 2 (P 474 0N +vJc4,

wobei die eine Konstante — J»2/2 als tberfliissig weg-
gelassen wurde. Aus dieser GroBe H’ miissen die nach 4
und C wirkenden generalisierten Krifte ¥ und € durch
Gleichungen ableitbar sein, welche vollkommen die Form
der Lagrangeschen haben. Es muB also

g[_._d_(ﬂ)_a_f’_’
079 =4t \647) ~ 94
) co 4 (9H\_oH

_W(W)_W

sein. Durch Substitution des Wertes 278) fiir H' lieforn
diese Gleichungen tatsichlich in Ubereinstimmung mit 125)

A= %(Gy’A’ +vJo)
C=G0" —cy A+ Jvy 4.

Die Gleichungen 279) haben vollkommen die Form der
Lagrangeschen Gleichungen, aber H' enthilt jetzt auch
Glieder, die beziiglich der Geschwindigkeiten linear sind-
Die Bewegungen konnen nicht in genau umgekehrter Weise
vor sich gehen. Ein Pendel, mit dem ein rotierender Kreisel
verbunden ist, hat, wie wir schon in § 22 sahen, fir
Schwingungen, bei denen sein Schwerpunkt sich im Kreise
bewegt, bei der einen und anderen Umlaufsrichtung eine
andere Schwingungsdauer, solange sich der Kreisel im
selben Sinne dreht. Ganz analog enthslt das Potentisl
elektrischer Stréme bei Gegenwart permanenter Magnete
oder das von dem die elektromagnetische Drehung der
Polarisationsebene des Lichtes abhingt, Glieder, die bezfig-

280) {
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ich der Stromstirken oder Geschwindigkeiten linear sind.
Jiese frappante Analogie ist natiirlich kein Beweis, daB bei
len letztgenannten physikalischen Erscheinungen wirklich
erborgene Rotationsbewegungen eine Rolle spielen; aber
ie wiirde durch diese Hypothese am ungezwungensten er-
lirt und weist jedenfalls darauf hin, daB das vergleichende
tudium beider Arten von Erscheinungen weitere Aufschliisse
erspricht. Der in dem eben behandelten Beispiele betrach-
ste feste Korper ist tibrigens ein reines Monozykel, wenn
lie Kriafte ¥ und € stets gerade solche Werte haben, daB
{ und C sich sehr langsam im Vergleiche zu B #ndern,
onst ein gemischtes.

Einen Fall, wo H eine noch kompliziertere Funktion der
teschwindigkeiten sein kann, findet Helmholtz in folgen-
er Weise. Es soll der Ausdruck fir die lebendige Kraft
us zwei Summanden bestehen, von denen der eine nur ge-
isse Geschwindigkeiten p’,, der andere nur die ubrigen
eschwindigkeiten p’; enthalten soll, so daB also

0*T[dy,0p ;=0

b Da F die Geschwindigkeiten gar nicht enthilt, so
lgt auch
*H
0p'.0p’a
aBerdem soll die #uBere Kraft, die nach jeder der Ko-
dinaten p, wirkt, zu allen Zeiten gleich Null, also $,=0
in. Hier und in allem folgenden ist von keinen zyklischen
ewegungen mehr die Rede.

Es sind nun jedenfalls Bewegungen des Systems mog-
2h, fir welche alle p’; verschwinden, daher alle p; zu allen -
eiten konstant bleiben. Da H kein beziiglich irgend eines
q lineares Glied enthilt, so ist dann auch fir jeden Index d

0.

3 9F _

1) 37 0
nd aus Gleichung 272) folgt fiir jeden Index d
82) 8H _ o,

0 pa
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Aus diesen Gleichungen konnen, von singuldren Fil
gesehen, die Koordinaten p, als Funktionen von p, un
fanden werden. Substituiert man die so gewonnener
der p, in H, so erhilt man eine Funktion der p,
welche mit § bezeichnet werden soll. § braucht dan
quadratische Funktion der p', zu sein, sondern kan
GroBen in ganz beliebiger Weise enthalten, jedoch
eine gerade Funktion der p’, sein. Dann ist

39 _ 1 H 8 pa
9p.  0p. +2 Ops 9Op.

apa
ap,, +2 0ps 0p.
daher wegen 281) und 282)
283) 89 _8H 99 _

[i} P apc ap c a}’ °

und die Langrangeschen Gleichungen fiir die .
naten p, erfahren keine Veriinderung in der Form
man darin § fiir H einsetzt. Wenn aus dem Aun
fir H vermdge gewisser Bedingungsgleichungen gewi
schwindigkeiten eliminiert sind, so nennt Helmho!
betreffende Problem ein unvollstiindiges, da es sich
rechnung der an diese Bedingungsgleichungen gebu
Bewegungen beschrinkt.

Wenn man zu physikalischen Vorgiingen mech
Analogien sucht, so kann man von vornherein nicht
welche Variabeln man mit Koordinaten, welche n
schwindigkeiten in Parallele stehen soll. So kann m:
in der Elektrodynamik die dielektrischen Momen
Koordinaten, die magnetischen mit Geschwindigkeit
umgekehrt in Parallele stellen. Nun ist in der Pk
der Regel die Energie als Funktion der Variabeln
mentell gegeben. Ein vollstindiges mechanisches F
kann man daher als Analogie eines physikalischen Vi
nur dann benutzen, wenn der experimentell gegeber
druck fir die Energie von gewissen Variabeln eine ho
quadratische Fanktion ist, welche dann mit Geschwindi
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in Parallele gestellt werden miissen. Wihlt man dagegen
¢in unvollstindiges mechanisches Problem als Analogie, so
kann es vollkommen zweifelhaft werden, welche physi-
kalische Variabeln man mit Geschwindigkeiten und welche
mit Koordinaten in Parallele setzen soll, da beide in be-
liebiger Form im Ausdrucke fiir die Energie enthalten sein
kdnnen.

§ 54. Helmholtz’ Reziprozititssitze.

Diese Reziprozititssitze beziehen sich nicht wie die
Hertzschen auf Zykeln, sondern auf ganz beliebige mecha-
nische Systeme. Jedesmal, wenn eine Gleichung von der
Form 272) gilt, folgt daraus

0*H 0*H ,,
84 qsh‘“_"'Zap.ap. “+26p 8p

Sind nach der im vorigen Paragraphen beschriebenen
Methode gewisse Koordinaten eliminiert, so bleibt diese
Gleichung unverandert giiltig, wenn man unter H diejenige
Funktion versteht, fiir welche eben die Bewegungsgleichungen
die Lagrangesche Form annehmen, also die Gro8e H’, wenn
die Gleichungen 276) gelten, die GroBe ©, wenn die Glei-
chungen 288) gelten. Wir wollen in folgendem fiir alle
diese GroBen denselben Buchstaben H gebrauchen, da die
Gleichung 284) und diejenigen, welche wir nun daraus ent-
Wickeln wollen, fir alle diese Fille gleichmiaBig gelten.
1. Nach Gleichung 284) ist die duBere Kraft §,, welche zu
den durch die Kraftfunktion F bestimmten Kriften hinzu-
kommen muB, um die gegebene zeitliche Versinderung der
Koordinaten hervorzurufen, eine lineare Funktion der Be-
schleunignngen p; und man sieht sofort, daB

285) YL T

it Wenn also bei Konstanz der Koordinaten, Geschwindig-
keiten und iibngen Beschleumgungen ein Zuwachs einer
Beﬂchlenmgung py einen Zuwachs einer mit anderem Index
Versehenen #uBeren Kraft B, bew1rkt 80 bewirkt der gleiche

Boltzmann, Mechanik II. 14
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Zuwachs der Beschleunigung p;, die derselben Koordinate
wie die Kraft P, entspricht, einen gleichen Zuwachs der
der anderen Koordinate entsprechenden Kraft $,.

Beispiel. Aus der zweiten der Gleichungen 121) ist ersicht-
lich, daB die Beschleunigung B” von EinfluB auf die Kraft ¥
ist. Daher muB auch 4 von Einflug auf 8 und 2% - 53
sein. Beide Werte ergeben sich aus 121) in der Tat
gleich —ecJ.

2. Aus Gleichung "84 folgt weiter:

3%, OH

Y 7 T T 61".6m +2w apapttt

Zar.ap.am 3

oder wenn man die beiden letzten Summen so zusammen-
zieht, wie man es auch tun miiBte, um von Gleichung 284)
zu Gleichung 272) zuriickzugelangen:

B *H 0*H d Ja*H

77~ iniri T aman + at (Gmo7)
Bildet man ebenso O%,/dp’,, so siecht man, daB in allen
Fallen, wo 8 H/0p,0p,, (was nach 285) gleich 9%,/0r:
und auch gleich 0%,/0py ist), konstant speziell, wo es
gleich Null ist, die Gleichung besteht

OB _ _ 0%,
09’ ~a Pu
In allen diesen Fallen gilt also folgendes: Wenn eine
groBere Geschwindigkeit p’, bei Gleichheit aller dbrigen
Geschwindigkeiten und der Werte aller Koordinaten und
Beschleunigungen ein groBeres PR, bedingt, so bedingt ein®
groBere Geschwindigkeit p’, natiirlich wieder bei Gleichheit
der iibrigen Geschwmdxgkexten und der Koordinaten und
Beschleunigungen ein im selben MaBe kleineres ,.
Beispiel. Wenn ein fester, um einen festen Punkt
drehbarer Korper sich so bewegt, daB C, 4" und B konstant
sind und B groB gegenilber 4’ ist, so macht er eine ein-
fache Priizessionsbewegung. Die nach der Koordinate €
wirkende generalisierte Kraft € (das Moment der #uBeren
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ifte um die Achse O R) muB dann von Null verschieden
n und zwar muB es fir positive 4" und B’ negativ sein
d sein Absolutwert mit wachsendem A’ wachsen, sodaB
§/0 4 negativ ist. Wenn also € durch die Schwere
teugt wird und OZ der Richtung derselben entgegen-
setzt ist, so muB der Schwerpunkt auf der ‘negativen
{-Achse liegen. Ferner ist nach 121)

2% _ 08 _ o
aC 04" :

iher muB % positiv und dem Zahlenwerte nach gleich

5/0 A sein. Damit also ohne anderweitige Anderung
r Verhaltnisse ¢’ von Null zu einem kleinen positiven
erte ansteige und diesen dann kurze Zeit konstant behalte,
h, damit die positive O¢-Achse sinke, der Schwerpunkt
0 der Richtung der Schwere entgegen steige, ist ein
oment A erforderlich, das in der Richtung der wachsenden 4
rkt, also die Priizession zu beschleunigen sucht, was mit
r Erfahrung stimmt. Natiirlich ist dieser Beweis hier
r anwendbar, solange sich durch das Wachsen von C die
rigen Verhiltnisse noch nicht geindert haben. Aus den
eichungen 121) ergibt sich natiirlich unmittelbar

68(= 0C

00 04’
'enso ist

38 _ _ 3G

aC’ "~ 8B’
3r nicht

8% 8%

EV-ryY
gen

oA 08

i = —aa =7

Beziiglich des Nachweises, daB sich dieser Satz auch
f allen jenen Gebieten der Wirme- und Elektrizitatslehre
d Chemie bewshrt, wo Gleichungen gelten, die mit den
* verborgene Bewegungen geltenden mechanischen Glei-
ungen analog sind, muB hier auf die zitierte Original-
handlung Helmholtz’ verwiesen werden. Es sei hier

14*
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nur noch darauf hingewiesen, daB sich die Beziehung
zwischen dem Prinzipe der kleinsten Wirkung und dem zweiten
Hauptsatze auch insofern bewibrt, als die meisten Relationen
die man so erhdlt, sonst mittelst des zweiten Hauptsatses
bewiesen werden. (Beziehung zwischen Kompressionskoeffi-
zient oder Elastizititsmodul und Temperaturinderung bei
Kompression oder Dehnung, Volumanderung beim Schmelzen
und Schmelzpunktsinderung durch Druck, thermoelektro-
motorische Kraft und Peltierphinomen, Warmeentwicklung
in galvanischen Elementen und Abhingigkeit ihrer elektro-
motorischen Kraft von der Temperatar etc. etc. Ebenso
muB ich beziiglich einer Reihe anderer Lehrsitze und Rezi-
prozititen sowie beziiglich der weiteren Anwendungen in
der Warmelehre und aller Anwendungen in der KElektro-
dynamik auf die Originalabhandlung verweisen, da sich die-
selben zu weit vom Boden der reinen Mechanik entfernen.

V. Die Hamilton-Jacobischen partiellen
Differentialgleichungen.

§ 55. Das Prinzip der variierenden Wirkung.

Wir kehren nun wieder zu dem ganz allgemeinen i
§ 30 betrachteten Falle zuriick, haben aber die Absicht, die
Art und Weise der Variation einer Reihe von neuen be-
schrinkenden Bedingungen zu unterwerfen. Es soll ein
holonomes System von 7 materiellen Punkten durch be-
liebige generalisierte Koordinaten p,, p, . . . p, bestimmt
sein. Dfe lebendige Kraft 7 soll eine gegebene, die Zeit
nicht enthaltende Funktion der Koordinaten und genersli-
sierten Geschwindigkeiten (resp. der Koordinaten und
Momente) sein; es soll eine Kraftfunktion ¥ existierens
welche ebenfalls eine gegebene Funktion der Koordinaten
sein soll und welche letatere die Zeit auch explizit ent-
halten kann. Die Zahl s der generalisierten Koordinate®
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1l jedoch genau gleich der der F'reiheitsgrade des Systems
in, so daB zwischen den generalisierten Koordinaten keine
edingungsgleichungen mehr bestehen. KEs ist dies er-
irderlich, damit spiter die p} und p} unabh@ngig von-
inander variiert werden kdnnen.

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen 50) und 51)
wten dann wie folgt:

dgr _ 3 (T-7)
8) = o
‘obei
8T _ a(Tr-m
%= aph  9ph

hirch diese Gleichungen und die Werte pp und ¢}, welche
imtliche Koordinaten und Momente zu einer bestimmten
eit ¢, die wir jetzt immer den Zeitanfang nennen wollen,
tben, ist eine bestimmte Bewegung eindeutig bestimmt,
diche wir die unvariierte Bewegung nennen. Wir kénnen
r dieselbe die einer beliebigen Zeit ¢ zugehdrigen Werte
r Koordinaten und Momente aus den Bewegungsgleichungen
3 Funktionen von ¢, p} und ¢} berechnen. Wir kénnen
ch die Werte, welche zur Zeit ¢ die GrdBen 7 und 7V
d somit auch den Wert, welchen das Integral

) W=f@—mw

)
4, als Funktion der 2s Anfangswerte p} und ¢} und der
%t ¢ berechnen. Es ist jetzt bequemer die obere Grenze
cht mit dem Index 1 zu versehen, sondern sie ebenso zu
ueichnen, wie die Variable ¢ unter den Integralzeichen,
wh welcher integriert wird, da die letztere bald in unseren
ormeln nicht mehr vorkommen wird und es dann listig
ire, den Index 1 immer mitzuschleppen.

Da wir die Bewegungsgleichungen als gegeben annehmen,
' erhalten wir durch Integration derselben s Gleichungen,
dche uns die s Werte der Koordinaten p, als Funktionen
t 28 4 1 Werte von pj, ¢} und ¢ ausdriicken. Aus diesen
Gleichungen zwischen den 3s+ 1 GroBen pj, p,, ¢3 und
kdnnen wir die s GroBen ¢} als Funktionen der 2s + 1
érte von pj, p, und ¢ ausdriicken. Substituieren wir die
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8o erhaltenen Ausdriicke von ¢} in die GrdBe W, welche
wir ja schon oben als Funktion der 2s 4+ 1 GréBen p}, ¢
und ¢ ausgedriickt haben, so erhalten wir fiir W einen Aus-
druck, welcher nur die 2s 4+ 1 Variabeln p}, p, und ¢ ent-
hiilt, so daB also W als Funktion dieser Variabeln dargestellt
erscheint, was wir die Hamiltonsche Darstellungsweise
nennen wollen. '

Wir wollen nun wie bisher immer nebst dieser, der
unvariierten Bewegung, eine von ihr unendlich wenig ab-
weichende variierte Bewegung betrachten.

Uber das Verhdltnis der beiden Bewegungen machen
wir jetzt die folgenden speziellen Voraussetzungen:

Der Zeitanfang #, soll fiir die variierte Bewegung,
genau derselbe sein, d. h. die Funktion ¥ soll, wenn sie die
Zeit explizit enthdlt, zu Anfang der variierten Bewegung
dieselbe Funktion der Koordinaten sein, wie zu Anfang der
unvariierten. Sie soll auch zu jeder Zeit ¢ der variierten
Bewegung dieselbe Funktion der Koordinaten sein, wie zu
derjenigen Zeit ¢ der unvariierten Bewegung, welche vom
Zeitanfang der unvariierten Bewegung ebensoweit absteht,
wie die erstere Zeit ¢ vom Zeitanfang der variierten Be-
wegung. Wir wollen die solchen Zeiten entsprechenden
Zustinde wieder korrespondierende nennen und sagen, der
eine sei der Zustand der unvariierten, der andere der der
variierten Bewegung, welcher zur Zeit ¢ stattfindet.

Da wir vorliufig #, als absolut invariabel betrachten,
80 brauchten wir nirgends hervorzuheben, da8 die betreffen-
den GroBen auch Funktionen von f, sind.

Es sei hier noch die folgende Bemerkung beigeftigt, die
iibrigens auch auf die in den vorigen Abschnitten be-
handelten Variationsprobleme Anwendung findet. Wiirde ¥
die Zeit nicht explizit enthalten, so wire die absolute Lage
des Zeitpunktes #, in der Zeitreihe natiirlich vollkommen
gleichgiiltig. Diese absolute Lage ¢, in der Zeitreihe konnte
fir die variierte eine andere als die (t)) fir die unvariierte
sein; es kime bloB darauf an, daB die Zeitabstinde
korrespondierender Zustinde immer gleich wiren, so dab,
wenn irgend ein Zustand 4 der unvariierten Bewegung zur
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Zeit ¢, und der korrespondierende Zustand B der variierten
zur Zeit ¢’ stattfinde, ¢ — t = ¢ — ¢, wire. Es wtirde dann
t die der Zeit ¢ korrespondierende Zeit heiBen. Doch
ist die Vorstellung einfacher und nicht wesentlich ver-
schieden, daB ¢ und ¢ identische Zeiten sind; ebenso #,’
und #,. Wir wollen uns daher immer dasselbe materielle
System zur selben Zeit doppelt in zwei nahe gleichen Zu-
stinden vorhanden denken, ohne daf das eine Exemplar des
Systems das andere irgendwie beeinflut.

Es soll nun gegenwirtig speziell die Variation so aus-
gefithrt werden, daB nicht nur die Form der Funktionen T
und 7 samt allen darin vorkommenden konstanten Para-
metern vollkommen unvariiert bleiben, sondern da8 auch
behufs Erzeugung der Variation der Bewegung nicht die
mindesten Zusatzkrafte wirken, so daf die zu irgend einer
Zeit der variierten Bewegung wirkenden Kriifte wieder genan
gleich den partiellen Ableitungen derselben Funktion ¥ nach
den Koordinaten sein sollen und nur deshalb andere Werte
haben kdnnen, weil die in diese partiellen Ableitungen zu
substituierenden Werte der Koordinaten bei der variierten
Bewegung etwas andere als im korrespondierenden Zu-
stande der unvariierten Bewegung sind.

Die Variation des Integrales W soll also in diesem
Paragraphen und im folgenden bloB durch drei Umstinde be-
wirkt sein:

1. Sollen die Anfangswerte der Koordinaten fiir die
varilierte Bewegung etwas andere als fiir die unvariierte
sein. Fir die erstere soll der Anfangswert der A-ten Ko-
ordinate pp 4 0p3, fiir die letztere p§ sein.

2. Soll die obere Grenze des iiber die variierte Be-
wegung erstreckten Integrales W nicht die der oberen
Grenze des tiber die unvariierte Bewegung erstreckten Inte-
grales entsprechende Zeit ¢ sein, sondern sie soll um ¢
weiter vom Zeitanfange abstehen als bei der unvariierten
Bewegung.

8. Sollen die Anfangswerte der Momente fiir die
variierte Bewegung ebenfalls etwas andere sein, als fiir die
unvariierte. Der Anfangswert des k-ten Momentes soll fir
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die variierte Bewegung ¢? 4 d¢r, fir die unvariierte Be-
wegung g¢f sein. Doch wollen wir nicht die GroBen d g}
in unsere Formeln einfithren, sondern die Variationen dp,
der Endwerte der genmeralisierten Koordinaten. Unter dp,
verstehen wir die GrioBe, welche man zum Werte, den die
h-te Koordinate bei der unvariierten, von den Anfangswerten
p2 und ¢ ausgehenden Bewegung zur Zeit ¢{ hat, hinzm
addieren muB, um den Wert zu erhalten, den dieselbe
Koordinate bei der variierten von den Anfangswerten
pr+0ph und gf +9 g5 ausgehenden Bewegung zur Zeit ¢ +J¢
hat. Dagegen soll, wie schon bemerkt, die Beschaffenheit des
materiellen Systems vollkommen unverindert bleiben, die
Kraftfunktion soll dieselbe Funktion der Koordinaten und
eventuell der Zeit bleiben und es sollen zu den durch
sie bedingten Kriften keine neuen, noch auch irgendwelche
andere #uBere Einwirkungen hinzutreten.

Wir bezeichnen nun mit 0 W den Zuwachs, den W,
also das Integral 287) dadurch erfihrt, da8

1. die obere Grenze der Integration ¢ 4 J¢ statt ¢ ist;

2. die Anfangswerte der Koordinaten pf + dpf statt
pf sind, und

8. die Anfangswerte der Momente so gewshlt sind, daB
bei den neuen Anfangswerten der Koordinaten irgend eine,
z. B. die h-te Koordinate zur Zeit ¢t + d¢ den Wert p, + dp,
hat, wihrend sie bei der unvariierten, von den alten An-
fangswerten ausgehenden Bewegung zur Zeit ¢ den Wert p,
hatte.

Da die Gleichung 207) fiir jede beliebige Variation gilt,
so muB sie auch fiir diesen speziellen Fall gelten. Welche
Werte also auch immer dpg, dp, und d¢ haben mdgen,
man hat jedesmal

288) OW=—(T+ V)8t+§,‘h(qh6ph-—q;‘.’5p£)-

§ 56. Die beiden Hamiltonschen partiellen
Differentialgleichungen.

Wir wollen nun unter den partiellen Differential-
quotienten der Grd8e W, wenn wir nicht ausdriicklich sagen,



Gl 289-292] V. § 56. Hamiltonsche Gleichungen. 2117

daB wir es anders meinen, immer diejenigen verstehen,
welche man erhilt, wenn man W in der Weise ausdriickt,
welche wir die Hamiltonsche genannt haben, also als
Funktion der pf, p, und der Zeit ¢, wobei wir die Ab-
hiingigkeit von #,, da dieses immer als konstant betrachtet
wird, nicht weiter beriicksichtigen. Es ist also W /0¢ der
durch den Zuwachs ¢ der Zeit dividierte Zuwachs 5, W
des W, welcher entsteht, wenn die obere Grenze des Inte-
grales 287) um ¢ wichst, aber die Koordinatenwerte fiir
die untere und obere Grenze dieselben bleiben, also
dp,=0pi =0 ist. Dann erhilt man aber aus der Glei-
chung 288)

289) 8, W =— (T + V)¢,
daher ist:
290) o e T-V=—F,

was man als die erste Hamiltonsche partielle Differential-
gleichung bezeichnet. ?)

Ebenso ist d W/dp, der durch den Zuwachs dp, des
fiir die obere Grenze des Integrales 287) geltenden Wertes
der h-ten Koordinate dividierte Zuwachs 0, W des W,
welcher entsteht, wenn die beiden Grenzen des Integrales 287)
sowie die Anfangswerte aller Koordinaten unveréndert bleiben,
die Anfangswerte der Momente aber sich so #ndern, daB
auch die fir die obere Grenze des Integrales 287) geltenden
Werte der Koordinaten alle bis auf p, konstant bleiben.
Dadurch erhilt man aber aus Formel 288)

8 W=9,0p,.
Es ist also
oW
291) W = qh'

Endlich findet man in gleicher Weise, indem man in
Formel 288) alle Variationen gleich Null setzt, bis auf dp}

oW

292) 528

=— (e

!) Bei konstanten p? und g wire natiirlich 6 W/d¢=T- V.
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Es mag hier nur beiliufig bemerkt werden, daB wir
gerade so, wie wir bisher { unveriindert lieBen und nur die
obere Grenze ¢ des Integrales 287) #nderten, auch umgekehrt
die obere Grenze konstant halten und #, verindern kdnnen,
dann haben wir in W, das ja Funktion von ¢, und # ist,
letzteres konstant zu lassen, so daB also bei konstantem ¢
die GrdBe W als Funktion von #,, p, und p{ auszudriicken
ist. Dann folgt aus 207)

298) W _ g

at, 0’

was man die zweite Hamiltonsche partielle Differential-
gleichung nennt. Die beiden Gleichungen 6 W/dp, =g,
und 0 W/0p) = — qi bleiben ungeiéindert, da daselbst ¢
und ¢ konstant zu betrachten sind. In der Tat sind die
2s + 2 GroBen ¢, ¢ und die p? und p, alle independent von-
einander veriinderlich. ¢, und ¢ sind fir jede Art der Be
wegung ganz willkiirlich. Sind dafir bestimmte Werte ge-
wihlt, so bestimmen die p{ und p, die Art der Bewegung
also die 2s Integrationskonstanten der Bewegungsgleichungen.
Wenn niémlich die p, als Funktionen von ¢ und 2s Inte
grationskonstanten gegeben sind und man in die betreffen-
den Gleichungen einmal ¢ =¢, dann ¢ =¢, setzt, so erhilt
man 2s Gleichungen, aus denen jene 2s Integrationskon-
stanten als Funktionen von ¢, {, und den p, und p3 be-
stimmt werden kdnnen.

Wir wollen uns fibrigens hier um diese zweite
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung nicht weiter
kiimmern, sondern zunichst blo8, um die Art der Bildung
der hier vorkommenden partiellen Differentialquotienten zu
illustrieren, die Gesetze der Bewegung eines freien mate-
riellen Punktes von der Masse m im Raume, auf den gar
keine Kriifte wirken, also das Triigheitsgesetz als bekannt
voraussetzen und daran die Richtigkeit der Hamiltonschen
partiellen Differentialgleichung 290), sowie der Gleichung
291) und 292) verifizieren.

Es seien p,, p,, p, die drei rechtwinkligen Koordinaten
des Punktes, p';, p'y, p’y die konstanten Komponenten seiner
Geschwindigkeit in den drei Koordinatenrichtungen. Dann
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ist, weil die Bewegung des Punktes geradlinig und gleich-
formig ist:
294) { pl=p’l(t—to)+172i p,=P"(t—to)-|-pg,
Py =p(t — %)+ 1y,
ferner

m, 7 , m
295) { T=3@+7+0) =gy — 0P +
+ (p; — 3 + (ps — 1))
V ist konstant, daher:
296) W= f (B —7)at= 208 (24— Fie— )

Dlese GrdBe muB erst als Funktion von ¢, p und p,
ausgedriickt werden. Da:

297) py =2 t’:? etc.
ist, so folgt:
298) W—— oy (21— 20+ (23— 23 +(2y — p3)] — V(1))

Nun hat man nach den sieben als indenpendent zu be-
trachtenden Variabeln ¢, p und p° partiell zu differenzieren
und erhilt so

oW
299) 5 =-— ﬁ (P, —P0)*+(py— 22)*+ Py — £3)"]— V-

Es ist also in der Tat die Gleichung 290) erfiillt. Ebenso
ist gem#dB der zweiten Hamiltonschen Differentialgleichung

aav:: T+ V. Ferner wird
a W - 7
I .

und ebenso sind die iibrigen der Gleichungen 291) und 292)
erfullt. ¢, ist das Bewegungsmoment mp’, =9 T/dp', in
welchem letzteren partiellen Differentialquotienten aber
die p und p’ als independente Variabeln zu gelten haben. ¢}
ist wegen der Konstanz der Geschwindigkeitskomponenten
gleich g,.



220 V. §57. Anwendung. [GL 301,

§ 57. Anwendung der ersten Hamiltonschem partiellen
Differentialgleichung.

Wir haben in diesem Beispiele die Integrale der Be-
wegungsgleichungen als bekannt vorausgesetzt. Wo die
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung praktisch zur
Anwendung kommt. liegt die Sache natiirlich anders. Da
ist bloB T als Funktion der p und p, oder p und g, V aber
als Funkton der p und eventuell der Zeit ¢ gegeben. Die
Integrale der Bewegungsgleichungen sind unbekannt. Man
hat also zundichst, wenn T als Funktion von p und p’ ge-
geben ist, durch partielle Differentiation nach den p’ die
GroBen 7 zu bilden, dann diese statt der p’ in T einzufiihren,
so JdaB jetzt T als Funktion von p und ¢ erscheint. Darin
hat man statt 3, zu substituieren ¢ W ép, und den so er-
haltenen Wert vor T in die erste Hamiltonsche partielle
Differentialgleichung 290 zu substituieren. Die Fom,
welche Jdiese dadurch annimmt. wollen wir symbolisch durch

201" W | L EW _ W, iaW) _

&
bezetchnen.

Dieselbe enthilt in beksnnter Weise die ¢ + 1 in dieser
Differentialgleichung als die independenten za betrachtenden
Variabeln p und : und Jdie partiellen Differentialquotienten
der als Funktion dieser independenten zu suchemden Unbe-
kannten W bpach den independenten Variabelm und zwar
den partiellen Ditferentislquotienten ¢ W ¢ ¢ linear, von den
ibrigen partiellen Differentislquctienten ¢ W Gp, aber die
Quadrate und bProdukte je zweter.

Alle diese Operationen ksnn man vornehmen, ohne di®
Integrale der Bewegungsgleichungen zz kennen. Um nu®
lotztere zu tinden, ist ex durchaus nicht ndtig, die allgemein®
Lisung dieser partiellen Uiderentislgleichung aufrusuches-
Ks genilgt. wene wmaw sich in irgend oiner Weise ein 8@~
genanntes vollstandiges tutegesl verschatft, d b eine Fun®
uon der s + L Varwbeln u, und :. welche der partielle™
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lifferentialgleichung geniigt und genau so viele willkiirliche
meinander unabhingige Konstanten enthdlt als partielle
ifferentialquotienten erster Ordnung in der Differential-
eichung vorkommen. Es kommen deren in unserer Dif-
rentialgleichung s + 1 vor. Da aber die Unbekannte W
lifferenziert in der (leichung nicht vorkommt, so kommt
ne Konstante jedenfalls additiv zu W hinzu und spielt
iter, da wir immer nur die Differentialquotienten von W
auchen, gar keine Rolle. KEs geniigt also eine Lidsung der
flerentialgleichung zu finden, welche s voneinander unab-
ngige willkiirliche Konstanten «,, «,, ..., «, enthilt, von
nen keine additiv zu W hinzutritt.

Wenn wir die mechanische Aufgabe vollstindig gelost
tten, so kdnnten wir W als Funktion von ¢, p,, pf aus-
ticken. Dieser Wert des W (er heiBe W’) wire ein voll-
andiges Integral der Hamiltonschen partiellen Differen-
lgleichung 294), da er derselben geniigt und die s will-
rlichen voneinander unabhingigen Konstanten pf enthilt,
n denen keine additiv zu W hinzukommt. Denn fiir
=, ist W=0.

Wir setzen nun allerdings voraus, daB wir die mecha-
sche Aufgabe noch nicht gelést haben. Wir kennen daher
ch dieses eine vollstindige Integral der Gleichung 294)
cht. Aber wir nehmen an, daB wir irgendwie ein anderes
llstindiges Integral gefunden hitten, also eine die partielle
fferentialgleichung 294) erfiillende Funktion von ¢, den p,
d noch s willkiirlichen voneinander unabhingigen Kon-
inten «,, von denen keine additiv zu dieser Funktion
nzukommt. Die Kenntnis dieses beliebigen anderen voll-
indigen Integrals geniigt dann, um durch bloB partielle
fferentiation s Gleichungen zu finden, aus denen die s
bekannten Variabeln so als Funktionen der Zeit und 2s
abhingiger Integrationskonstanten ausgedriickt werden
anen, daB sie die Bewegungsgleichungen 286) der mecha-
chen Aufgabe erfilllen, wodurch also die mechanische
fgabe vollstandig geldst ist.

Wir wollen dieses andere noch um eine (s 4 1)-te
nstante @, vermehrte vollstindige Integral augenblicklich
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mit W, spiiter aber wieder mit W ohne Index bezeichnen.
Die durch das Integral 287) definierte Wirkung W~ fiir
unser mechanisches Problem ist, als Funktion von ¢, » und
p° ausgedriickt, ein vollstindiges Integral der partiellen
Differentialgleichung 301). W’ verwandelt sich, wenn man
die p durch p°, ¢° und ¢ ausdriickt, in eine Funktion von
7% ¢° und ¢ Nimmt man an, jedes andere vollstindige
Integral W” der partiellen Differentialgleichung 301) stelle
dieselbe Wirkung dar, d. h. dieselbe Funktion der Zeit nur
unter Einfihrung anderer Konstanten statt der Anfangs-
werte, so konnen die Integrationskonstanten des einen voll-
stindigen Integrales pur Funktionen der Integrations-
konstanten des anderen, also hier die p° nur Funktionen
der o sein und es muB W’ sich identisch in W ver-
wandeln, wenn man fiir die p° darin diese Funktionen sub-
stituiert. Differenziert man das so erhaltene W” partiell
nach irgend einem e, z. B. nach «,, so folgt:

aW//— an ap‘
aa,, - 6p¢ aa,.

302)

Nun konnen die 8_1;" wieder nur die Integratibnskonstantan

enthalten. Ferner sind nach Gleichung 292) die 87 glexch
den negativen ¢°% also auch Integra.tlonskonstanten Es ist
also die ganze rechte Seite der Gleichung 302) eine bloBe
Funktion der Integrationskonstanten; setzt man sie gleich
B, so verwandelt sich die Gleichung 302) in

308) oW

0o, W

welche Relation s Gleichungen darstellt, aus denen die
s GroBen p, als Funktionen der Zeit und der 2s Integra-
tionskonstanten « und § gefunden werden kdnnen, womit
die Integrale der Gleichungen 286), also des mechanischen
Problems gefunden sind. Berechnet man die ' und setzt
in den betreffenden Gleichungen und den Gleichungen 303)
=1, so kann man lelcht die @ und g8 durch die p° und
q° ausdriicken.
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§ 58. Direkter Beweis der Richtigkeit der im vorigen
Paragraphen gefundenen Resultate.

Wir wollen im folgenden, ohne uns auf eine Diskussion
izulassen, welcher Erginzungen die SchluBweise am
ide des vorigen Paragraphen bediirfte, bloB auf die ein-
thste Art beweisen, daB die in der beschriebenen Weise
ttels der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung
* die p, gefundenen Funktionen der Zeit wirklich die ge-
chte Lodsung der mechanischen Aufgabe sind, und zwar
llen wir diesen Beweis nach dem Vorgange Jacobis
fern, indem wir durch nachtriigliche Differentiation zeigen,
B die Funktionen der Zeit, welche wir nach unserer Methode
> die p erhalten und welche auch die erforderliche Anzahl
lkfiirlicher Konstanten enthalten, wirklich die Bewegungs-
sichungen 286) erfiillen.

‘Wir miissen da bloB die partielle Differentialgleichung 294)
i gegeben und ein- vollstdndiges Integral W derselben mit
voneinander unabhingigen Konstanten «,, a,, . .. «,,
n denen keine additiv zu W hinzutritt, als gefunden be-
vchten. Wenn wir dann

ow
4) a_a.=ﬂh, h=1,2,...8

tzen, so erhalten wir s Gleichungen, welche die GroBen p,
s Funktionen von ¢ und den Konstanten «, und 3, be-
immen.

Von diesen Funktionen haben wir nachzuweisen, daB sie,
18 immer fiir Werte die Konstanten e, und 3, haben mogen,
imer den Bewegungsgleichungen 286) geniigen. Unter
verstehen wir vorliufig nichts anderes als den partiellen
fferentialquotienten des W nach p,, wobei W als Funktion
Q ¢, der p, und der «, anzusehen ist. Die (leichungen 291)
.d also jetzt nicht als durch Rechnung gefundene Rela~
nen, sondern vielmehr als die Definitionsgleichungen fiir
¢ q anzusehen.

Der Annahme gem#B geniigt W fiir alle mdglichen
erte der Konstanten ¢, der partiellen Differentialglei-
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chung 301). Man kann daher diese Gleichung auch nach
irgend einem e partiell differenzieren. Dabei wird die
darin vorkommende GroBe g, = d W/0p, als Funktion von¢
der p, und der «, zu betrachten sein. Man erhalt also
durch partielle Differentiation der Gleichung 301) nach «,

a.W o0F aQ¢ =
305) i +28m T

Die Differentialquotienten der p nach der Zeit, die
wieder durch einen oben angehiingten Strich markiert werden
sollen, folgen durch Differentiation der Gleichung 303) nach
der Zeit, die ja die Abhiingigkeit der p von der Zeit angibt,
wodurch man die mit den Gleichungen 304) identischer
Gleichungen

, 0w 0 a P, =
304) ataa +28p¢aa. —ataa."'Z =

erhilt, denen wir wieder die Nummer 304) geben. Diese
Relation 304) reprisentiert uns s lineare Gleichungen fiir
die GroBen p’;, welche daraus als Funktionen von ¢, p, und
«, gefunden werden konnen, oder auch als Funktionen von
t «, und B,, da die p, durch die Gleichungen 303) als
Funktionen von «, und g, ausgedriickt werden kdnnen. Die
Koeffizienten der p’; und das von p’;, freie Glied in den
Gleichungen 304) sind aber ganz dieselben, wie die Koefti-
zienten der GroBen O FE/dgq, und das nicht mit diesen
GroBen multiplizierte Glied in den Gleichungen 305). Wenn
man daher die letzteren Gleichungen als s lineare Gleich-
ungen fiir die GroBen 0 E/0 g, auffaBt, so erhilt man diese
GroBen genau durch dieselben Determinanten ausgedriickt,
wie die GroBen p;,, wenn man letztere aus den s linearen
Gleichungen 804) bestimmt. Wir sehen also, ohne daB wir
alle diese Determinanten hinzuschreiben brauchen, ein
daB allgemein

306) =z~ t=12,....8
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sein muB. Differenzieren wir andererseits die Gleichung 291)
nach der Zeit, so erhalten wir:

dg _ OW 2 W
dt _atap,. aphap‘

*w 3¢ 0
=stomt 2 T
Andererseits ist die Gleichung 294) identisch erfiillt, wenn
man darin W als Funktion von ¢, p, und «, substituiert
. uwnd fir die ¢, = 0 W/0p, die in diesem Sinne genommenen
partiellen Differentialquotienten einsetzt. Es muB daher
such der partielle Differentialquotient der linken Seite der
@leichung 294) nach p, gleich Null sein, bei dessen Bildung
man ¢ und die «, als konstant anzusehen, die g, aber als
Funktionen von ¢, p, und e, zu betrachten hat, so daB E
in doppelter Weise zu differenzieren ist 1. weil es explizit
e GroBe p, enthdlt, 2. weil die darin vorkommenden
GriBen g, Funktionen von p, sind. Setzt man den so
gebildeten partiellen Differentialquotienten der Gleichung
gleich Null, so ergibt sich:

i=
#W | OF 9E dg _
atap,. ap,. n aq‘ aph

i=

307)

Subtrahiert man dies von der rechten Seite der Glei-
chung 307), so folgt
d an — 0E
dt ap

Bs ist also bewiesen, daB die Differentialquotienten der g,
lach der Zeit genau durch dieselben Gleichungen gegeben
sind, welche fiir die mechanische Aufgabe gelten. Anderer-
%ity ist auch durch die Gleichungen 306) bewiesen, daB
dlep aus F oder T (da ja

6.E' oT

8 '3 6 9

i) in derselben Weise wie beim mechanischen Probleme
2 bilden sind. Da sie also dieselben linearen Funktionen
Boltsmann, Mechanik II 15




226 V. § 59. Wurfbewegung. [G1. 808.809.

der ¢, sind wie beim mechanischen Probleme und da wir
schon sahen, daB die Differentialquotienten der g, nach der
Zeit dieselben Werte wie beim mechanischen Probleme
haben, so folgt hieraus, daB auch die Ableitungen der p”,,
nach der Zeit dieselben Werte wie beim mechanischen
Probleme haben, also durch die Gleichungen 286) bestimmt
sind. Es ist somit ganz allgemein bewiesen, daB die durch
die Gleichungen 304) als Funktionen der Zeit und der
2 s Integrationskonstanten &, und £, bestimmten Werte
der p, die Integrale der mechanischen Differentialglei-
chungen sind.

Die Ausfithrungen des § 57 lassen wieder so recht
deutlich die universelle Bedeutung des Energiebegriffs er-
kennen. Man braucht blo8 die Energie als Funktion der
Koordinaten und Momente zu kennen und man ist unter
Beiziehung der erforderlichen Anfangsbedingungen ohne
weiteres imstande, die zeitliche Verinderung aller Koordi-
naten zu berechnen, ohne daB man ihre geometrische Be-
deutung zu wissen braucht. Dies folgt ibrigens auch schon
aus den (leichungen 72).

Falls ¥ die Zeit nicht explizit enth#lt, kann man diese
Variable immer aus der partiellen Dlﬁ'erenhalglexchung 301)
hinwegschaffen, indem ma.n setzt
308) =at+ U,
wobei U nur Funktion der Koordinaten sein soll. Die Diffe-
rentialgleichung 301) verwandelt sich dann in die folgende:

309) u+E( ")..o

wobei das Symbol E(W) ausdrickt, daB man in die
Funktion E= T+ V fiir ¢, zu substituieren hat 0 /0 pa

§ 59. Berechnung der Wurfbewegung aus der Hamiltonschoen
partiellen Differentialgleichung als einfachstes illustrierendes
Beispiel.

Wir wollen nun zuniichst die Bedeutung dieser Formel
an einem mdglichst einfachen Beispiele erdrtern. Wir
nehmen an, daB uns die Gesetze der Wurfbewegung noch
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unbekannt wiren und daB wir dieselben aus der Hamilton-
schen partiellen Differentialgleichung ableiten wollten. KEs
gei uns ein einziger vollkommen freier materieller Punkt
mit der Masse m und den drei rechtwinkligen Koordinaten
z, y, x gegeben, auf den nur die Schwerkraft wirkt. Die
konstante Richtung dieser letzteren wihlen wir als positive
#-Achse und bezeichnen die ebenfalls konstante Beschleunigung
der Schwere mit g. Dann ist:
8=38, p==2 P=y P=%
V=—mgzx,

’ ’ 1
h=ma, g¢=my, g¢=mz, T=g @ +q+q)

In den letzteren Ausdruck sind statt der ¢ die partiellen
Differentialquotienten von W, respektive wenn man, da V
die Zeit nicht explizit enthalt, die Gleichung 809) anwendet,
Von U nach den Koordinaten zu substituieren. Ks wird also
-1 [[6U\? aU\? oU\?
=1+ 7= 50| (52) + (57) + (52) ] mo=
and die Gleichung 809) geht daher iiber in

1 [(dU\? o U\? aU\?
310k gg|(57) + (G7) + (5] - mos=o,
wobei W gleich ¢+ U ist. Da es sich nur um die Auf-
findung eines vollstandigen Integrales handelt, so wollen wir
setzen: U= U, + U, + U, wobei U, nur Funktion von z,
U, nur Funktion von y, U; nur Funktion von # sein soll.

Die partiellen Differentialquotienten verwandeln sich dann
dn gewdhnliche und die Gleichung 310) geht iiber in

d U,\? d U\ ? d Ug\?
welche sicher erfiillt ist, wenn wir setzen:

d U, aU d U,
Tz = ay =% gy = Vatimigs
1
o=—s (@ +ao +e)

Aus den Gleichungen 311) folgt:
O=02+C, U=u0qy+(

1
U, =3T,gya3 + 2m?gx a+ (8

311)
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daher, da die Konstanten C,, G,, C; alle additiv zu W hin-
zukommen und deshalb weggelassen werden kénnen

W=—'2—:”‘(“3 +eytea)tezteayt

+ ﬁ Ve, + 2migx .
Setzen wir

oW aw ow
a_‘XI:ﬂl’ a_a,=ﬂz: "—=£’

80 erhalten wir also die drei Bewegungsgleichungen in der
Form:

-"'—'%t'*'ﬂv y=%t+ﬂz:

<]

v=g5 + 261 +a,
wobei
_2_ o
T g 2my
eine einfachere statt o, eingefithrte Konstante ist. Dies
sind in der Tat die gewohnlichen Bewegungsgleichungen
fiir einen geworfenen Korper und es sind auch

66_27:__ Y %7= LY (::9_':’= W
die Momente m ', my und mz’ beziiglich der Koordinatenn-
achsen.

Wir wollen nun zu Fillen iibergehen, wo die Hamil -
tonsche partielle Differentialgleichung von wirklichem Nutzex
ist, die also nicht mehr bloB den Charakter erlauternder
Beispiele haben. Wir miissen da zunichst eine eigentiimlichh©
Art generalisierter Koordinaten, die sogenannten elliptischex®»,
kennen lernen.

o,

§ 60. Elliptische Koordinaten,

Es- seien drei voneinander verschiedene positive, eim
fir allemal konstante GroBen gegeben, deren groBte wir
mit a,, deren mittlere mit a,, deren kleinste wir mit a@s
bezeichnen, so daB also:

a, > ay > ag.
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ier seien z,, «,, z, die rechtwinkligen Koordinaten. eines
ttes im Raume. Wir denken uns fiir einen Augenblick
. diesen GroBen z,, z,, z, bestimmte konstante endliche
¢, von Null verschiedene Werte erteilt. Dann wird der
lruck

a’+l+a’+l+a’+}.

Funktion v (1) des Wertes von 4 sein, den wir augen-
lich allein als variabel betrachten.

Wir wollen eine negative GroBe als um so kleiner be-
men, je groBer ihr Zahlenwert ist, was wir eine Un-
hheit mit Einrechnung des Vorzeichens nennen wollen.
1 wichst (%) kontinuierlich von 0 bis + oo, d. h. bis
inem beliebig groBen positiven Werte, wenn 1 konti-
lich von + oo bis —a} + & abnimmt, wobei & im
nden immer eine positive GrioBe sein soll, deren Wert
8o klein wihlen kann, als man nur will. Es muB also
rgend einen zwischen diesen Grenzen liegenden Wert A,
A die Funktion () gleich 1 werden.

w(A) wichst nochmals kontinuierlich von — oo bis
), wenn A kontinuierlich von — a3 — & bis —a] + s
nmt. Fiir einen zwischen diesen Grenzen liegenden
i Ay von A muB also nochmals (1) =1 werden.
Endlich wichst (1) zum zweiten Male von — oo bis
), wenn 1 kontinuierlich von —a) — ¢ bis —a! +
nmt. Zwischen diesen Grenzen liegt ein dritter Wert 4,
\, fir den nochmals (4) gleich 1 wird, fir A < — a?
t 4 (4) negativ. Es hat also die Gleichung

1,

a’+l+a’+l+a7+l

10 sich durch Multiplikation mit (a? + 1) (a3 + 4) (a? + 4)
ne gewohnliche algebraische Gleichung dritten Grades
andelt, stets drei reelle Wurzeln 4, 4,, A, und es ist

+00>4,>—a} > > —a}>Ai > —al.
heben noch folgende Spezialfille hervor:
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1. Wenn z, sich beliebig der Null nihert, so nihert
sich A, der Grenze — a?, withrend sich 4; und 2, den beiden
Wurzeln der Gleichung

z} 7

814) aaT Wfﬂ‘ =1

nkhern. Wir wollen daher sagen, fir 2, = 0 ist 4, =—aj,
A, und A, aber sind die Wurzeln der Gleichung 814), von
denen man, wie oben, beweist, daB wenn z, und z, von Null
verschieden sind, die eine zwischen + oo und — a?, die
andere zwischen — a? und — a? liegt. Wir wollen die
erate mit Ay, die zweite mit 2, bezeichnen.

2. Wenn sich z, der Null nihert, wihrend «, und Z
von Null verschieden sind, so nihert sich entweder A, oder
A, der Grenze — a2, je nachdem die kleinere Wurzel der
Fleichung

2
a15) T a1

8) kleiner, b) groBer als —al ist. Wenn daher z, =0,
z, und @, aber von Null verschieden sind, so setzen wir im
eraten Falle A, = — &2, A, gleich der kleineren dieser Wurzeln,
im zweiten Falle 2, = — a3 und A, gleich der kleineren dieser
Wurzeln, wogegen A, immer gleich der groBeren Wurzel
der @Gleichung 815) zu setzen ist.

8. Ebenso ist, wenn 2, = 0, z, und =z, aber von Nul
verachieden sind, A, oder A; = — al, A, gleich der kleinsten
Wurzel der Gleichung

3} 3
d16) a1 Tag+r =1

uud 4, oder A, gleich der groBeren Wurzel dieser Gleichuog
«u wstzen, je nachdem dieselbe a) groBer oder b) kleiver
aly — a} it

4. Iat @ =, = 0, so setzen wir:

Z’l'_'—a?’ Aa=—a:’ As’_"'x:—a:'
8. bir v, = @, =0 wird:

A, =—a] und



GL3117.] V. § 60. Elliptische Koordinaten, 281
a) falls z] < a} — al:
Ay =—a}, i =2]—aq;,
b) fir 2 > a2 — al:
A, =2} —a}, A, =—al, endlich
¢) fir 2] =a] — al:
Ay =4, =—aj.

6) Fir z, = 2, = 0 wird

a) falls 22 > a? — a}:

Ay =2 —al, 1,=-—a0a, A, =—a3,

b) fir 2z} = a? — al:

Ay=12,=—a?, A =-—al,
¢) fir a} —a) > 2} > al —al:
Ay=—ay, A, =2z{—al, i =-—al,
d) fir 2! =a} —a}:
Ay=—a}, A, =%, =—a},

e) fir z} <al —al:
— 2 —_— 2 — 2 2
Ay==—a;, Ay=—a;, A =2z—al.

7. Wenn sich endlich «,, #, und z, gleichzeitig der
Grenze Null nihern, so ndihern sich 4, 4, und A, gleich-
zeitig den Grenzen — a?, — a} und — a}, weshalb wir fiir,
z, =z, =z, = 0 setzen wollen:

Ay=—a;, A, =—a}, A =—al.

Falls mindestens eine der Koordinaten unendlich wird,
setzen wir A4, =co. Wenn dann eine oder zwei der recht-
winkligen Koordinaten endlich oder unendlich niedrigerer
Ordnung sind, so ist eines oder zwei der A gleich einem a2
Sind zwei rechtwinklige Koordinaten «, und z, untereinander
von gleicher und von hoherer Ordnung unendlich als die
dritte, so folgt ein A aus der Gleichung
x} o+ 4
E T

317)
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sind endlich alle drei rechtwinkligen Koordinaten unendlich
von gleicher GroBenordnung, so sind fir A, und A, die
beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

x} x} L2
818) ar+ita+itasi=0

zu wihlen.

Nach diesen Festsetzungen gehdrt zu jeder Terne von
reellen Werten der Koordinaten z,, z,, z, eine und nur
eine bestimmte Terne von reellen Werten von 1, 4,, i,
welche, falls keine der Koordinaten Null oder unendlich
ist, den Ungleichungen 313) geniigen. Lassen wir dagegen
auch die Werte Null oder unendlich der Koordinaten zu,
so geniigen 4,, 4,, A, Relationen, welche sonst mit den Un-
gleichungen 313) identisch sind, nur daB an Stelle jedes
Ungleichheitszeichens das Ungleichheitszeichen oder Gleich-
heitszeichen stehen kann.

Die Relationen, welche hierdurch aus den Unglei-
chungen 313) entstehen, nennen wir die Relationen 313a)

Ebenso gehdrt zu jeder Terne von reellen Werten
von A, A, und i, welche den Ungleichungen 313) oder den
Relationen 313 a) geniigen, eine und nur eine Terne, von
reellen positiven Werten von «{, z; und «}; wenn an Stelle
der Ungleichungen 818) die Relationen 318a) treten, werden
auch die Werte Null und unendlich fir jede der Koordi-
naten zuléissig. Es sind also auch z,, z, und x,, folglich
auch die Lage des Punktes, dessen Koordinaten z,, z,, 2
sind, im Raume eindeutig bestimmt, sobald die zu z,, ,, z,
gehdrige Terne der Werte vou 4, 4,, 4, und noch das Vor-
zeichen der Koordinaten gegeben ist.

Wir kdnnen daher als generalisierte Koordinaten, duarch
welche die Lage irgend eines Punktes im Raume bestimmt
ist, die zu den rechtwinkligen Koordinaten z,, «,, , des-
selben gehdrigen Werte von 4,, 4, und i; benutzen. Man
nennt sie die elliptischen Koordinaten des betreffenden
Punktes. Sie bestimmen die Lage desselben -eindeutig,
wenn noch das Vorzeichen der drei rechtwinkligen Koordi-
naten gegeben ist. Es sind also 4, 4,, A, eindeutige Funk-



G1.319.] V. §61. Geometrische Interpretation. 233

tionen von z,, w,, %,, umgekehrt sind z,, z,, z, Funktionen
von A, 4,, A, die durch die letzteren Variabeln bis auf
das Vorzeichen eindeutig bestimmt sind.

§ 61. Geometrische Bedeutung der elliptischen Koordinaten.

Wir wollen nun das bisher Gesagte geometrisch inter-
pretieren. Wir betrachten da zunichst in Gleichung 812)
nebst a,, a,, ay, welche wie immer gegebene, ein fiir alle-
mal konstante GroBen sein sollen, auch A konstant. Die
Gleichung gibt uns dann eine Relation zwischen den Koor-
dinaten «,, x,, z,, welcher alle Punkte einer gewissen
Zentralfiiche F zweiten Grades geniigen. Wir nennen sie
die dem betreffenden A entsprechende Fliche zweiten Grades.
Da in der Gleichung 312) alle ungeraden Potenzen der
Koordinaten fehlen, so ist der Koordinatenursprung immer
ihr Mittelpunkt und die Koordinatenachsen sind ihre Achsen.

Sehr groBen positiven Werten von 4 entspricht sehr
nshe eine Kugel von sehr groBem Radius. Diese verwandelt
sich, wenn A4 bis — ¢? abnimmt, in ein immer kleiner
werdendes dreiachsiges Ellipsoid, dessen griSte Achse die
Richtung der z,-Achse, dessen kleinste die der x,-Achse hat.
Dasselbe nihert sich, je mehr sich A der Grenze —a? nihert,
immer mehr der Fliche einer in der =, z,-Ebene liegenden
Ellipse B, deren Achsen die Koordinatenachsen sind und
deren Halbachsen gleich Ja? — a? und J/a? — a? sind, welche
also die Gleichungen hat:

319) +;

=1, gz =0.

a’—a§ ’—a§

Wenn man zuerst dem A einen sehr groBen positiven,
dann einen um eine sehr kleine GroBe s kleineren, dann
Wieder einen um ¢ kleineren Wert etc. erteilt, so erhilt
Man lauter dreiachsige Ellipsoide, von denen Jedes ganz
innerhalb der vorigen liegt; der Raum wird also in lauter
unendlich diinne ellipsoidische Schalen zerlegt, welche den
ganzen unendlichen Raum vollstindig erfiillen.

Ist A wenig kleiner als — a}, so ist die Fliche F ein
@inschaliges Hyperboloid, welches noch fast mit demjenigen
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Teile der z, z,-Ebene zusammenfillt, welcher auBerhalb der
Ellipse E liegt. Daher kdnnen wir sagen, daB die Fliche »
fir den Fall A=—a} in die 2, z,-Ebene degeneriert und
wir werden nach dem fritheren Ubereinkommen A, so

lange es groBer als — a) ist und auch noch so lange es

einem Punkte des von der Ellipse E umschlossenen Stiickes

der x, z,-Ebene entspricht, mit A, bezeichnen. Sobald es

gleich —a] ist, aber einem Punkte der z, z,-Ebene entspricht,

der auBerhalb jener Ellipse liegt, oder sobald es zwischen

— a) und — a} liegt, also einem einschaligen Hyperboloide

entspricht, werden wir es mit A, bezeichnen, wogegen auf

dem Umfange der Ellipse i; = 4, = — 4] ist.

Nimmt nun A, welches jetzt i, heiBt, von — a} bis
—a} ab, so breitet sich das einschalige Hyperboloid
aus und geht fiir A =— a4} in denjenigen zusammenhingen-
den Teil der a;lzs-Ebene iiber, welcher von dem beiden
Asten 4, der Hyperbel
820) # o B 1, 5,=0

a} —a} a} - a}

begrenzt ist, fiir welchen also 2l x_g — a, <1 ist. Auf
diesem Teile der z, z,-Ebene 1st A 121och mit ). zu bezeich-
nen. Der andere Teil der z, «;-Ebene, fiir welchen A eben-
falls gleich — a] ist, aber schon mit 4, bezeichnet werden
soll, ist die Grenze der zweischaligen Hyperboloide, in
welche die Fliche F iibergeht, sobald A < — a} wird. Nghert
sich A dem Werte — a?, so nihern sich beide Schalen
dieser Hyperboloide von beiden Seiten immer mehr der
gesamten z, ;- Ebene.

Alle die einschaligen Hyperboloide, welche man erhilt,
wenn man

A=—a3—¢, A=—a;—2s...A=—a]

setzt und von denen wieder jedes folgende das vorhergehende
nirgends schneidet, aber ihm iiberall unendlich nahe liegt,
erfiillen wieder den ganzen unendlichen Raum kontinuierlich
und zerlegen jede der frither besprochenen ellipsoidischen
Schichten in lauter Ringe von unendlich kleinem Quer-
schnitte.
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Alle zweischaligen Hyperboloide endlich, welche den
Werten A =—a} —¢, —a? — 2¢... —a entsprechen, er-
fillen noch einmal in derselben Weise den ganzen
unendlichen Raum kontinuierlich und zerlegen jeden der
besprochenen Ringe in lauter unendlich kleine Volum-
elemente. Diese Volumelemente sind rechtwinklige Pa-
rallelepipede, da sich, wie wir sofort beweisen werden,
je ein Ellipsoid, je ein einschaliges und je ein zweischaliges
Hyperboloid immer rechtwinklig durchschneiden.

Alle diese Formen, welche die Fliche F der Reihe
nach annimmt, sind (die Fille ausgenommen, wo sie in eine
ebene Fliche degeneriert) konzentrische und koaxiale Flichen
zweiten Grades, d. h. sie haben alle denselben Mittelpunkt
(den Koordinatenursprung), und gleichgerichtete Achsen (die
Koordinatenachsen). Sie sind auch konfokal, d. h. alle Kegel-
schnittlinien, in welchen sie durch die x, #,-Ebene geschnitten
werden, haben dieselben Brennpunkte, ebenso haben alle
Kegelschnittlinien, in welchen sie durch die z, 2;-Ebene ge-
schnitten werden, untereinander und alle, in welchen sie
durch die z,x,-Ebene geschnitten werden, wieder unter-
einander dieselben Brennpunkte.

Fir die Schnitte mit der «, z,-Ebene liegen die Brenn-
punkte auf der z,-Achse in der Entfernung }a? —a? vom
Koordinatenursprunge O, fiir die Schnitte mit der z, z,-Ebene
ebenfalls auf der z,-Achse in der Entfernung }a?—al
von O, fir die Schnitte mit der z, z;-Ebene auf der x,-Achse
in der Entfernung }a? — a? von O.

Man sieht dies leicht ein, wenn man bedenkt, daB,
wenn 4 und B beliebige positive oder negative Konstanten
sind und mit Einrechnung des Vorzeichens 4 > B ist, die
beiden Brennpunkte der Kegelschnittlinie, welche die Glei-

chung %’ + —% =1 hat, auf der z-Achse in der Entfernung

¥4 — B vom Koordinatenursprunge liegen. Dies gilt sowohl,
wenn 4 und B positiv sind, also die Kegelschnittlinie eine
Ellipse ist, als auch wenn 4 positiv, dagegen B negativ ist,
also die Kegelschnittlinie eine Hyperbel ist. Ja selbst
wenn 4 und B beide negativ sind, also die Kegelschnitt-
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linie ganz imagindr wird, was bei den Durchschnittslinien
der oben betrachteten zweischaligen Hyperboloide mit der
zy x4 "Ebene zutrifft, pflegt man diese Punkte noch immer
ihre Brennpunkte zu nennen und zu sagen, daB diese
reell bleiben.

Den drei Werten des A, welche den Koordinaten eines
gegebenen Punktes entsprechen und also gegenwirtig von
uns als dessen generalisierte Koordinaten bezeichnet werden,
entsprechen also immer drei konzentrische, koaxiale, homo-
fokale Flichen zweiten Grades, ein dreiachsiges Ellipsoid,
ein einschaliges und zweificheriges Hyperboloid, welche
sich, da die Koordinaten des gegebenen Punktes dis
Gleichung jeder der drei Flichen erfiillen, in dem gegebenen
Puunkte schneiden.

Falls eine oder zwei oder alle drei Koordinaten Nul
werden, degenerieren eine oder zwei oder alle drei Flichen

s

AN

[}
e e s

N\

Fig. 8.

in eine oder in einen Teil einer der Koordinatenebenen
Falls mindestens eine der Koordinaten unendlich ist, de-
generiert das Ellipsoid in eine Kugel von unendlichem
Radius. )

In Fig. 8 ist das Ellipsoid und das ein- und zwer
facherige Hyperboloid (perspektivisch freilich nicht gan?
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ichtig) gezeichnet, welche sich in dem mit einem Kreuze
narkierten beliebigen Punkte des Raumes durchschneiden.
\uch sind die Durchschnittslinien der beiden Hyperboloide
tit dem KEllipsoide gezeichnet. Wenn man diese Figur
etrachtet, kann man sich leicht klar machen, wie die ver-
chiedenen Fliachen degenerieren, wenn gewisse Koordinaten
&8 Durchschnittspunktes Null oder unendlich werden.

§ 62. Die elliptischen Koordinaten sind orthogonal.

Ay ist die groBte Wurzel der Gleichung 312), kann
lso als eine Funktion von z,, «,, z, (sagen Wir f (z,, z,, 7))
etrachtet werden, welche man z. B. mittels der Cardani-
then Formel explizit hinschreiben konnte, da ja die Glei-
hung 812) eine Gleichung dritten Grades fir 2 ist.

Lassen wir in dieser Funktion z, und «, konstant und
etrachten bloB z, als verinderlich, so kdnnen wir ihren
artiellen  Differentialquotienten 0 iy/0«, bilden. Dieser
ird am besten in folgender Weise gefunden: Da A, Wurzel
r (leichung 812) ist, so hat man:

G z] ez
aT+h Tel+n Tl T
LaBt man darin 2, und x; konstant, so folgt:

1.

Die analogen Gleichungen, welche man erhilt, wenn
an i, nach z,, 2, und A, und A, nach allen x partiell
fierenziert, kann man in die Form

2] ).), 2

)] P et
) dm  AL(a} + 4p)

sammenfassen, wobei sowohl ¢ als auch % unabhiingig von-
tander jeden der drei Werte 1, 2 oder 3 haben kénnen.
ist dabei eine abgekiirzte Bezeichnung und es ist all-
ein

o
2 4= S
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wobei wir immer das positive Zeichen der Wurzel wihlen
wollen. Der Index ¢ unter dem Summenzeichen hat, wie
hier immer die Bedeutung, daB dem < alle drei Werte ],
2 und 8 zu erteilen sind, wogegen dem % ein bestimmter
dieser drei Werte zu geben ist, gleichgiiltig welcher.

Die Gleichung des durch einen gegebenen Punkt
gehenden dreiachsigen Ellipsoids finden wir, wenn wir die
soeben mit f (z,, «,, z,) bezeichnete Funktion, welche uns
Ay durch =, z,, z, ausdriickt, gleich einer Konstanten, nin-
lich gleich dem diesem Punkte entsprechenden speziellen
Werte von A, setzen. Die Richtungskosinus der an dieses
Ellipsoid im gegebenen Punkte errichteten Normalen N,
sind daher nach den bekannten Formeln fiir die Richtungs-
kosinus der an eine Fliche mit der Gleichung f (z,, %, %)
= konst. gezogenen Normalen

19
cos (N, ”1)=7{azf1’

14
o8 (Ng, ) = — 55,’;’

14
cos (Ng, 2) = - é,

wobei n die positive Wurzel aus
G2+ o)+ G

ist. Dabei sind die partiellen Diﬁ‘erentialquotiénten % etc.
so zu verstehen: es ist i; als Funktion f(z, x,, ;) 708
z,, @, ; auszudriicken und dann, bei konstantem z, und %

nach 2 zu differenzieren etc. KEs ist also Af 91 o

9z’ n
genau dasselbe, was wir in den Formeln 321) mit -a/:'

L)

rs etc. bezeichneten. Wenn wir daher zu dieser Be
zeichnungsweise zuriickkehren, so erhalten wir
1

on - )+ () () 5
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| nach Substitution der Werte 321) und 322)

1
cos (Na, ml)=.A_§ a?_z'll-—l:.
mso folgt:

1
cos (N;’ ml)=A_; agz_;_;”’
x

co8 (No» %) = 73 a7+ &
Gleichung des einschaligen, durch.denselben Punkt mit
Koordinaten z,, z,, z; gehenden Hyperboloids erhalten
in gleicher Weise, wenn wir zuerst die mittlere Wurzel 4,
@leichung 812) als Funktion ¢ von z,, «,, #; ausdriicken
dann diese Funktion ¢ gleich dem dem betreffenden
ikte entsprechenden Werte von A, setzen. Die Richtungs-
inus der im selben Punkt an das einschalige Hyper-
id errichteten Normalen N; sind dann wieder den GrdBen
“ g—:, —g—i:- proportional und analoges gilt fiir die
male N,, die man durch denselben Punkt mit den
rdinaten ,, 2,, , zu dem durch diesen Punkt gehenden
ificherigen Hyperboloide ziehen kann. Die Formeln,
che man fiir die Richtungskosinus aller dieser Normalen
alt, kann man in die Formel zusammenfassen:
1 x,

) cos (N, x) = iy ai’—-;-).;'
: Kosinus des Winkels, welchen irgend zwei (I, und W, ,)
| diesen drei Normalen miteinander einschlieBen, ist daher

cos (N, N, ) = co8(IV;, @) cos(IV;, ., %) +
+ co8 (N, 2,) cos (N, .., Zg) + €O8(IV,,, z5) cO8 (N, ;) Tg) =

1 x}
43 A§+12‘7 (@f + 4;) (@] + X 49)
n ist aber
x} 1 x} x}

@ +&) @ +4,) bl \el+hy e+l ’
er
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<. ul
- (2] +4)) (@ + by )

1 z} =}
Tt [Z ol + iy, —2 “a"“’n].
In diesen Formeln kann A jeden beliebigen der Werte |,
2 oder ¥ annehmen. im letzteren Falle aber miissen wir
don Index 4 immer als gleichbedeatend mit dem Index 1
betrachten. Wir wollen in allen analogen Formeln auch
den Index 3 mit dem Index 2 ete, d h also alle Mod
drd  koagreenten Zahlen, wenn sie im Index stehen, als
Sleivhhedeaterd berachten. Der Punkt mit den Koor
Xwaten £, %y, oy in welcha Ge beidem Normalen X,
al N, emxchter simd. pchirt beidem Zentralflichen
swaten e, st Jemenr dewe dheddem Normalen gezogen
Aad. Al Saker nhwwr sere Kaandimsten die Gleichung
e dreer Zarmithoiee wilen. o habem also beide
Npwwer S & aokyes Koo der rechden Seite der
‘s Qendene me Wi I [uwe odkige Klammer
ARt 0k S Nol und may ahidk-
~ ¥ 3
= = ey e
AT 2.
Xy B3 N X. =1L
\le Jw Sevonlilnivn sweainn Seulbs dnrchechmeiden
Y NN i wein Tunen soeownsde. D Trans
Qi 3 alpdaciva Lncidinanw 3 sne Orthogonale.
W v 3¢ Wddeag we 3.5 K, § &5 5
Ium‘im erthogonal,

PR a k NWER 4 &R W as
SNt Je dw VSanwe, wecir man erhals, wem
e o oW R dtw aivigem Xovstsnnen sett,
Wt AN N Yy, }‘\;\ﬂ&ﬂm*\i&
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nstirlich der immer konstant betrachteten GrdBen a,, a,, a,
m berechnen. Wir denken uns zunichst noch den drei
Koordinaten z,, z,, z, bestimmte konstante Werte, dem 4
dsgegen einen ganz beliebigen Wert beigelegt, so da8 in
dem Ausdrucke '
3 z} 3

3%) W= ataratari—!
zmichst A allein als variabel betrachtet wird, Wir setzen
ferner
) fA) =(a} + A(a; + Y(a; + Hp@).

Dann ist f(4) eine ganze Funktion dritten Grades be-
zigich A und die immer mit 4, A;, A, bezeichneten GroBen

sind die Wurzeln der Gleichung f(&) = 0. Nach einem be-
kannten Satz aus der Theorie der Gleichungen ist also:

328) [A)=A4Q4 —2)A — 4,)A — 4y).

Setzt man hier fir f(1) den Wert 327) ein, wobei fur
¢(}) noch der Wert 326) zu substituieren ist, folgt so 4= —1,
da der Koeffizient von A3 beiderseits gleich sein muB und
man erhalt:

29){w? (a3 + A)(ag + ) + 23 (a7 + ) (a5 + 4) + z3 (a7 +4) (a3 +4)
—@+ @+ A+ =G — YA — A — 2).
Diese Gleichung gilt fir jeden Wert von A; es ist eine
identische Gleichung, wenn man darin fiir Ay, Ay, Ay deren
Werte als Funktionen von =, z,, ,, oder umgekehrt fir
%, z,, z, deren Werte als Funktionen von 2, 4;, 4, sub-
stituiert. Obige Gleichung bleibt also stets richtig, was

immer man fiir A filr einen Wert substituieren mag.

Setzt man darin A = — a}), so erhilt man:

330) z? = (@ + 4,) (e} + &) (a} + ln).

! (@} — ad)(a? — aj)
Setzt man dagegen in die Gleichung 329) A = — a3, so folgt:
337 g =@+ +1)@] +4)

1 (a3 — a})(ai — o}
Setst man endlich 4 = — aj, so folgt:
33y g = @ +h)@d +4)(a] +13y)

s (a3 — a}) (a3 — a})

16

Boltsmann, Mechanik II,
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Wir wollen nun allen drei GréBen A,, 4, und 4, wil-
kiirliche unendlich kleine Zuwichse di,, dA;, d, erteilen.
Die dadurch entstehenden Zuwichse z,, z,, z; nennen wir
deren vollstindige Differentiale. Wir finden sie am leich-
testen, wenn wir von der linken und rechten Seite der
Gleichungen 830) den natiirlichen Logarithmus nehmen und
dann die vollstindigen Differentiale dieser beiden Logarith-
men gleich setzen. Ebenso verfahren wir mit Gleichung
331) und 332). Es folgen dann drei Gleichungen, welche
wir in die gemeinsame Form

R — z;d Ay
833) dz, 2 20 + &)

zusammenfassen konnen. Wir wollen in der letzten Glei-
chung zuerst ¢ = 1, dann ¢ = 2, dann ¢ = 3 setzen, jede so
erhaltene Gleichung quadrieren und dann die quadrierten
Gleichungen addieren. Wir bekommen dann links den Aus-
druck dz} + dz; + dz} = D da?, den wir kiirzer mit ds?

bezeichnen wollen. Auf der 'rechten Seite verschwinden die
Koeffizienten von

di.ddy, di .dA, und di,.dA,,

da dieselben genau gleich der Hilfte der Ausdriicke werden,
welche in den Gleichungen 324) auf der linken Seite stehen,
und vermdge dieser Gleichungen verschwinden. Der Koef-
fizient von dA} aber wird gleich dem vierten Teile des
Quadrates des in Gleichung 322) mit 4, bezeichneten Aus-
drucks. Man erhilt also:

334) ds? = da? +dal +da? = }(A2dA} + A2 d A} + A7 dAY).

In dem Ausdrucke, wie er durch Gleichung 822) ge-
geben ist, kommen sowohl die z,, z,, 2z, als auch die i,
Agy Ay vor; den Ausdruck, welchen man fiir 4, erhilt, wenn
man darin «,, ,, z, ebenfalls durch die 4 ausdriickt, so
daB nur mehr die letzteren Variabeln in 4, vorkommen, er-
hilt man am kiirzesten in folgender Weise.

Man betrachtet wieder in der durch die Gleichung 326)

- gegebenen Funktion ¢ (1) die GroBen z,, z,, z,, daher auch
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k, Ay, A, als konstant, die GroBe A dagegen als in beliebiger
Weise verinderlich. Den Ausdruck, welchen man erhilt,
wenn man unter diesen Voraussetzungen den Differential-

quotienten — 6;{1) bildet und darin nach geschehener
Differentiation A = 4, setat, bezeichnen wir mit — [ag;?)]l o
Er ist genau gleich 4?, wie man sofort aus Gleichung 322)

erkennt, wenn man darin % = 1 setzt. Ebenso ist

3o do®)
—[ 4 ]1=A=A:’ -5 ]z=x.=‘4:’

02 ai

Wobei die den eckigen Klammern unten angehingten In-
dizes die analoge Bedeutung haben.

Nun ist, wie wir sahen, in Gleichung 328) der Koeffizient
4 ==_1. Substitniert man den betreffenden Wert von f(i)
m  die Gleichung 327), so folgt:

()___ ()1"‘)-)()‘1_1)(1:_1).
PU= Gt T D@+ D@+ d)

Bei der partiellen Differentiation nach A sind z,, =,, =,
d?—her auch 4, 4,, A;, welche ja Funktionen von z,, z,, z,
silag, als konstant zu betrachten; es ist also

_ o) _ (a— W -3
9r @+ )@+ H@l + 4

Mehr noch einer Reihe von Gliedern, von denen aber jedes
fir 2 = 4, verschwindet. Es ist also:

_ [3‘1’(1)] - (s —h)s — k)
dA) Ja=2, (o + h)(ad + 4)(af +14y)

Diese GrdBe ist aber, wie wir sahen, gleich 4?. Bestimmt
man in derselben Weise 4} und 4}, so erhialt man drei
Formeln, welche man in die folgende Form zusammenfassen
kann:

_ (n — Any1) n — Aagy)
385) 4= 1/ (! +z,.)(;§ +h) @i +h

Aus den Gleichungen 333) ergeben sich natiirlich sofort

die partiellen Differentialquotienten von z,, 2, oder x, nach
16*
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A, A, oder Ay, wenn man erstere GroBen als Funktion der
letzteren auffaBt, z. B. die nach 2, , indem man di, =di, =0
setzt. Alle diesbeziiglichen partiellen Differentialquotienten
kann man in die eine Form zusammenfassen

dw,
336) Ol 2(@%+h)’

wobei jeder der Indizes ¢ und 4 unabhiingig von dem anderen
die Werte 1, 2 oder 3 annehmen kann. Vergleicht man dies
noch mit der Formel 821), so kann man auch schreiben

337) L TEL
h

wo links die z als Funktionen der A, rechts umgekehrt die
A als Funktionen der z zu betrachten sind. Die Glei-
chung 324) kann daher mit Riicksicht auf die Gleichungen
336) und 321) entweder in der Form

% a""il — ;a_x‘ dx —
338) Erar v =0 oder T 31»+1_0

geschrieben werden, wobei wieder im Index alle Mod. 3
kongruenten Zahlen als gleichbedeutend zu betrachten sind.
Da die Richtungskosinus der Normalen, die wir im vorigen
Paragraphen mit N, bezeichneten, den GroBen g—i’:, —gix:,
g’"‘ proportional sind, so sind die linksstehenden der Rels-

lationen 338) nur die bekannten Gleichungen

Sicos(N,, z)cos (N, . ,,z)=0,

welche ausdriicken, daB sich die Flichen zweiten Grades
orthogonal schneiden. Analog sind die rechtsstehenden
Relationen mit dem Gleichungen

Dicos(N,, x,)cos(N;, z,,,)=0
identisch.
Wir wollen nun mit 4 einen beliebigen Punkt des
Raumes bezeichnen, der die rechtwinkligen Koordinaten
@, z,, x; und die elliptischen Koordinaten 2,, 4;, A, hat.
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‘erner sei B der Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten
+dz,, 2, + dw,, z; + dz; und den dazu gehorigen ellip-
schen Koordinaten A, + di,, A, +dA;, A, + dAy;, wobei
,, dz,, dz, willkiirlich sein konnen. Es sind dann di,,
Ay, d Ay die entsprechenden Zuwichse der elliptischen Ko-
-dinaten. Es konnen aber auch di,, d,, d4, als willkiir-
th betrachtet werden, dann sind dz,, dz,, dz, die dazu
shérigen Zuwichse der rechtwinkligen Koordinaten.

Die in Formel 334) mit ds bezeichnete GréBe ist dann
¢ Entfernung der beiden Punkte 4 und B. Diese Formel
ellt also die Lange eines willkiirlich im Raume gezogenen
inienelementes dar. Wenn speziell der Punkt B auf dem-
lben einschaligen und zweischaligen Hyperboloide wie der
mkt 4 liegt und nur das Ellipsoid, welches durch B geht,
m Werte A; + di; von A, entspricht, wihrend das Ellip-
id, welches durch den Punkt 4 geht, dem Werte A; ent-
richt, so wollen wir dem Punkte B den Index 3 anhingen
id seine Entfernung 4 B; vom Punkte 4 mit ds, bezeich-
m. In diesem Falle ist dA, =di, = 0. Daher

39) ds, =} Agdiy.

ie Gerade ds, ist ein unendlich kleines, vom Punkte 4 aus
1zogenes Stiick der Durchschnittslinie des ein- und zwei-
haligen Hyperboloides, welche durch den Punkt A gehen,
1d steht, da diese, beiden Flichen auf dem Ellipsoide
nkrecht stehen, ebenfalls auf diesem senkrecht.

Der Wert, den ds annimmt, wenn di, =di, =0 ge-
tzt wird, soll mit ds, bezeichnet werden. KEs ist also

10) ds, = } Ay d ), = 4 B,

r Abstand des Punktes 4 mit den elliptischen Koordi-
iten A,, A4, A; vom Punkte B,, dessen elliptische Koordi-
ten 4,, Ay +dA;, A, sind. ds, kann auch als ein vom
mkte 4 aus gezogenes unendlich kleines Stiick der Durch-
hnittslinie des durch 4 gehenden Ellipsoides mit dem
irch A gehenden zweischaligen Hyperboloid definiert werden
id steht senkrecht auf dem durch 4 gehenden einschaligen
yperboloide.
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Ebenso ist
341) ds, =} A4,d}, = AB,
der Abstand des Punktes 4 mit den elliptischen Koordi-
naten A, A,, A, und des Punktes B, mit den elliptischen
Koordinaten 2, + dA,, 4,, 4, oder ein von A4 aus gezogenes
unendlich kleines Stiick der Durchschnittslinie des durch
A gehenden Ellipsoides und einschaligen Hyperboloides und
steht senkrecht auf dem durch A4 gehenden zweischaligen
Hyperboloide.

Der frither mit B bezeichnete Punkt mit den ellip-
tischen Koordinaten 4, + di,, 4, +di,, A + dA, ist die
4 vis 4 vis liegende Ecke des unendlich kleinen Parallel-
epipedes, von dem 4B, 4B, und 4B; die drei in 4 -
sammenstoBenden Kanten sind. ds ist die 4 und B ver-
bindende Diagonale dieses Parallelepipedes.

Wihrend wir in Formel 334) unter ds immer die posi-
tive Quadratwurzel aus dz? + dz} + dz} verstehen, sollen
in den Formeln 339), 340) und 341) 4,, 4, und 4, wesent-
lich positive GroBen sein, so daB also ds, dasselbe Vor-
zeichen wie di,, ds, dasselbe wie d A, und d s, dasselbe wie
d 2y erhalten soll.

§ 64. Rektifikation der Krimmungslinien des Ellipsoides,
Komplanation des Ellipsoides.

Einem bestimmten konstanten A, entspricht ein be-
stimmtes dreiachsiges Ellipsoid. Alle einschaligen Hyper-
boloide, welche wir erhalten, wenn wir dem A, alle Werte
von — a? bis — a} erteilen, durchschneiden dasselbe in einer
Kurvenschar, welche wir die Kriimmungslinie erster Gat-
tung des betreffenden Ellipsoides nennen. Thre Tangenten
zu jedem Punkte fallen nimlich, wie in der analytischen
Geometrie gezeigt wird, in die Richtung einer durch diesen
Punkt gezogenen Hauptkriimmungsebene. Diese Kriim-
mungslinien beginnen fiir A, =— e, mit der Ellipse, in
welcher die z, z,-Ebene das Ellipsoid durchschneidet und
enden filr A, =—a; in den beiden Stiicken der Durch-
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schnittslinie des Ellipsoides und desjenigen Teiles der z, z,-
Ebene, welcher zwischen den beiden Asten der Hyperbel liegt,
der die Gleichungen 320) zukommen. In Fig. 9 ist die obere
der positiven z;-Achse zugewendete Hilfte des Ellipsoides von
oben, also von dorther betrachtet, wohin die kleinste Halb-
achse zeigt, perspektivisch gezeichnet. Die ausgezogenen Linien
sind Kriimmungslinien erster Gattang.

Erteilen wir dagegen in der Gleichung 312) dem 42,
alle Werte zwischen — a] und —a}, so erhalten wir die
Gleichungen einer Schar zweifécheriger Hyperboloide, welche
das Ellipsoid in einer zweiten Kurvenschar, den Kriimmungs-
linien zweiter Gattung durchschneiden. Letztere sind in
Fig. 9 punktiert.

Wenn wir die Formel fiir die Linge der Kriimmungs-
linien eines beliebigen Ellipsoides finden wollen, so geniigt
es vollstindig, dieselbe fiir das Ellipsoid zu suchen, welches
dem Werte 4, = O entspricht; denn dieses Ellipsoid hat die
Gleichung

342) % + T,

aj = a}

Da aber die Konstanten a,, a,, a; ganz willkiirlich sind,
so konnen wir sie immer gleich den Halbachsen des ge-
gebenen Ellipsoides machen, um dessen Kriimmungslinien
es sich handelt.

Die beiden Gleichungen einer Kriimmungslinie erster
Gattung dieses Ellipsoides finden wir, wenn wir nebst 4,=0
noch A, gleich irgend einer zwischen — a? und — a? liegen-
den Konstanten setzen. Das Linienelement einer solchen
Kriimmungslinie ist also zu bilden, indem wir in Formel 334)
A4 =0, A, = konst. setzen und A, und dA, wachsen lassen.
Es ist also nach Formel 341) dieses Linienelement

ds, =} 4,dA,.
Ein endliches Stiick der Kriimmungslinie ist

M,
3 [ 4ai,
29,

wobei A! und A! die dem Anfangspunkte und Endpunkte
des Stiickes entsprechenden Werte von 4, sind. Den vierten
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Teil CD (Fig. 9) einer Kriimmungslinie erhalten wir, wenn
wir die untere Grenze A} des Integrales gleich — a}, die
obere 1! gleich — a] setzen.
Die Linge der ganzen, in
sich geschlossenen Kriimmungs-
linie ist das Vierfache dieses
bestimmten Integrales. Den hier
zu substituierenden Wert von
4, erhalten wir, wenn wir in
Formel 335) 4, = 0 und &, gleich
der vorgeschriebenen Konstanten setzen. Es ist also in
allendiesen Integralen zu setzen

A = l/ Wy — %) ,
! (@} + 1) (e + &) (0f + &)
worin also alles bis auf die Integrationsvariable 4, konstant
ist; die Integrale sind also Abelsche Integrale.

Ebenso ist die ganze Liinge einer geschlossenen Kriim-
mungslinie zweiter Gattung

ag
Ay (g — &)
2{“’1/ @ +hE + @ +h
a3

Wir gelangen in der nachfolgenden Weise zur Kom-
planation des Ellipsoides.

Wir ziehen vom Punkte 4 mit den elliptischen
Koordinaten 4, und A, des Ellipsoides, fiir welches 4, =0
ist, aus das Linienelement ds, = } 4, d4, = 4 B, der durch
A hindurch gehenden Kriimmungslinie erster Gattung des
Ellipsoides und das Linienelement ds, =4.4,d4, = 4B,
der durch ihn hindurchgehenden Kriimmungslinie zweiter
Gattung des Ellipsoides. Ferner ziehen wir von B, aus
auf dem Ellipsoide die unendlich kleine Gerade B, C||4B,
und von B, aus die unendlich kleine Gerade B, C| 4 B,.
Die beiden zuletzt gezogenen Geraden sollen sich im
Punkte C treffen. Dann kann die Figur 4B, CB; 4
als ein unendlich kleines Rechteck vom Flicheninhalte
44, 4,d 2 dA; und zugleich als ein Element der Oberfliche

Fig. 9.
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des Ellipsoides betrachtet werden, fiir welches 4, = 0 ist.
Ein endliches Stiick der Oberfliche dieses Ellipsoides ist also:

343) F=3}//4, 4,32 dky,

wobei alle Wertepaare von A, und i, in die Integration
einzubegreifen sind, welche Punkten dieses Flichenstiickes
entsprechen.

Integriert man bei irgend einem gegebenen A, beziig-
lich 4, von —aj bis —a}, so umfaBt man einen ganzen
Quadranten C D (Fig. 9) einer Kriimmungslinie erster Gat-
tung. Integriert man noch beziiglich A, von —a? bis — a3,
so umfaBt man noch alle Quadranten der Kriimmungslinien
erster Gattung von EF bis G H, also einen Oktanten des
ganzen Ellipsoids. Es hat also die ganze geschlossene
Oberfliche des Ellipsoides, dessen Gleichung A, = 0 ist,
welches also die Gleichung 342) hat, den Wert:

a% —a%

2 f f A4, Ay d X ddy.
Setzen wir
344) @2 + 1) +A) @l + )= B,
dagegen
345) (62 + )@ + )@} + A,) = — B2,

so sind vermdge der Grenzen, zwischen denen 4, und A,
liegen miissen, b} und b} wesentlich positive GroBen. In
den zuletzt entwickelten Integralen ist A, = 0, daher

346  A=5V=hG—h) k=3 V=l — ).

Die Vorzeichen wurden in dieser Weise geschrieben, da
— 4, — 4 und A, — 4, lauter positive Grofen sind. Es
verwandelt sich daher das Integral 343) zunichst in

__xff ]/_d).,dl,—
=.}ff"b‘:'bt= di di, — }f

kg5 diy.
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Da b, nur Funktion von i,, b, nur Funktion von A, i== st,
so zerfillt jedes Doppelintegral in das Produkt zweier ei= _n-
facher Integrale und man hat

p=ifViay [YHay,

2

=%be—f_?dllbel_gdl,.

Erinnert man sich an die Werte von &, und 3,, so sie__ht
man, daB jedes der Integrale ein elliptisches und fiir d==sms
Rotationsellipsoid, wo entweder a, = a, oder a, =a, i=™,
durch gewthnliche zyklometrische Funktionen ausdriickb==ar
ist. Die ganze geschlossene Oberfliche des Ellipsoides e¢ =-
hialt man natiirlich, wenn man mit 8 multipliziert um d
—a} und —a} als Integrationsgrenzen fiir A,, dagegem
— a} und — o} als Integrationsgrenzen fiir i, wihlt.

§ 65. Kiirzeste Linien auf dem dreiachsigen Ellipsoide.

Wir wollen nun die spezielle Form entwickeln, welche
die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung im Falle
der Bewegung eines einzigen vollkommen freien materiellen
Punktes von der Masse m annimmt, wenn wir dessen Posi-
tion im Raume durch die drei elliptischen Koordinaten
Ay Ay, Ay bestimmen, welche also jetzt die Rolle der frither
mit p, p,...p, bezeichneten generalisierten Koordinaten
spielen.

Seien «,, x,, x, die rechtwinkligen Koordinaten des
materiellen Punktes zur Zeit . Wihrend einer unendlich
kleinen Zeit d¢ sollen dieselben die Zuwichse dz,, dx,, dz,
erfahren, wihrend die dazu gehorigen Zuwichse der ellip-
tischen Koordinaten dA,, d;, di; heien mdgen. Wir
setzen wie in Formel 334)

ds=Vda? + dz? + da?,

80 daB ds der wihrend der Zeit dt zuriickgelegte Weg,
ds/dt die Geschwindigkeit ¢ des materiellen Punktes zur

Zeit ¢ und
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m [(ds\?
T= (W)

dessen lebendige Kraft ist. Da die Formel 334) fir be-
liebige Koordinatenzuwéchse gilt, so muB sie auch fiir die
wihrend der Zeit d¢ eintretenden Koordinatenzuwichse
gelten. Man hat also:

ds=FVA4dA} + 42 di} + 4% dA?,

S 1 2 iV N L T

wobei A, 4, ¥, abgekiirzte Bezeichnungen fiir die Diffe-
rentialquotienten der A nach der Zeit sind. Endlich wird

T=2 (407 + 430 + 43 0)).

Unser Rezept ging nun dahin, daB man zuerst in dem
Auwsdrucke fiir T die Momente ¢ einzufithren, dann d W/dp,
fir g, zu setzen und den so erhaltenen Wert von 7 in die
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung

oW

2 gubstituieren habe. Unter den Momenten verstehen
Wir die partiellen Differentialquotienten des 7 nach den ver-
tllgemeinerten Geschwindigkeiten, also nach 4, A, und 2.
Es ist also:

oT p
0 =az',=%”“1“'l'
oT ’
q,:all;——-':-}mA:lz,
oT ,
B=z7 =imdii,.

Daher:
_ 2 (4 3 43
7= (G + S+ )
,Hiel‘ haben wir noch fiir ¢, zu substituieren 0 W/0p,, also
' ungerem Falle @ W/04,, ebenso fir g, und g, die Aus-
d’:ﬂcke O0W/[0d; und 0 W/d A, Tun wir dies und sub-
Stituieren den so erhaltenen Wert von 7 in die Hamil-
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tonsche partielle Differentialgleichung, so folgt also
schlieBlich:

oW 21 (0o W)\? 1 (0W 1 (0W
340 57 + 3 [ (52) +1(7m) +a3(7%) |+7=0
wobei V als eine gegebene Funktion der Koordinaten i,
g, Ay und etwa noch der Zeit ¢ zu betrachten ist. Haben
wir ein vollstindiges Integral, also einen Wert von W ge-
funden, welcher dieser Differentialgleichung geniigt und
auBler der additiv zu W hinzukommenden noch drei will-
kiirlich voneinander unabhiingige Konstanten enthilt, 80
konnen wir daraus in der uns bekannten Weise die Be-
wegungsgleichungen herleiten.

Wir betrachten ein zweites mechanisches Beispiel. Ein
materieller Punkt soll gezwungen sein, bei seiner Bewegung
auf der Oberfliche eines dreiachsigen Ellipsoides zu ver-
bleiben. Wir konnen die dem elliptischen Koordinaten-
systeme zugrunde liegenden Konstanten a,, a,, a, gleich
den Halbachsen dieses Ellipsoides wihlen. Dann ist 4,=0
die Gleichung dieses Ellipsoides, welche also der materielle
Punkt wihrend seiner ganzen Bewegung erfiillen muB. Seine
Position auf dem Ellipsoid wird durch die Werte der
beiden anderen elliptischen Koordinaten A, und 4, be-
stimmt. Da A, konstant gleich Null ist, so reduziert 4ds®

auf A?dA} + A*d2?, daher T auf = g A3 2] + 4] 1)) und
die Hamiltonsche partielle Dlﬁ'erentlalglexchung auf:

49 +ol2(an) + a1 (53) ]+ 7 =0

Falls auler den Kriften, welche den Punkt zwingen,
auf dem Ellipsoide zu bleiben, keine anderen Krifte auf ihn
wirken, ist 7 konstant. Setzen wir dann

349) W—_-—(%Jr V)t+ U,

wobei U bloB Funktion von A, und A, sein soll und dem
konstanten Faktor von ¢ lediglich behufs Vereinfachung
der Rechnung diese spezielle Form gegeben wurde, so redu-
ziert sich die Gleichung 348) aunf
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Da A4, = 0 ist, so nehmen 4, und 4, wieder die Werte 346)
. Setzen wir auBerdem noch U= U], + U,, wobei U
bloB Funktion von A, U, bloB Funktion von A, ist, so
reduzieren sich die partiellen Differentialquotienten auf ge-
wohnliche und die Gleichung 350) verwandelt sich in

oy OL(T) 4 0T g,

4 \di , \dly
Wir erfilllen diese Gleichung, wenn wir setzen
b3 (d U \?
o ) =+ah—a,
b3 (dU,\*

Fla) —+a-an

Aus diesen beiden Gleichungen folgt, da & bloB Funktion
von 4, und b, bloB Funktion von 4, ist

U1 =fb“11?bl—“il1 dll,

d 2
Ué =IT:’"“2}'2_“11‘2’
daher

[ W=—(2—:+V)t+flw+%)1dll+

352 _
) l +f|/a,).,—all§d
5

\lle die Substitutionen, welche wir da machten, waren er-
aubt, da es sich bei Ableitung der Bewegungsgleichungen
us der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung,
rie wir wissen, bloB darum handelt, ein vollstindiges Inte-
tal derselben zu finden, d. h. einen Ausdruck fir W,
relcher ihr geniigt und die ndtige Anzahl unabhingiger
rillkiirlicher Konstanten hat. Der Ausdruck 352) aber ist
in solches vollstindiges Integral, da er auBer der additiv
inzukommenden Konstanten noch die zwei willkiirlichen
oneinander unabhingigen Konstanten e, und «, enthalt
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Setzt man seine partiellen Differentialquotienten nach der
einen und nach der anderen Konstante gleich einer dritten
resp. vierten willkiirlichen Konstanten, so erhiilt man die beiden
Bewegungsgleichungen. Da der partielle Differentialquotient
von W nach «, die Zeit nicht enthilt, so liefert er, gleich
einer Konstanten — e, /2 gesetzt, die Gleichung der Bahn.
Man erhilt also fiir dieselbe

Vhdly, _ (_ Vhdh  _
353) fbni‘“s-“lls blval)'l—“!—aa,

wobei man sich fir b, und b, die Werte 844) und 345)
substituiert zu denken hat, so daB also die Integrale ultra-
elliptische, fiir das Rotationsellipsoid elliptische werden.

Diese Gleichung enthilt in Wirklichkeit nur zwei will-
kiirliche Konstanten «, ¢ und e, ¢, welche so bestimmt
werden konnen, daB die Koordinaten des gegebenen Aus-
gangspunktes des materiellen Punktes diese Gleichung be-
friedigen und daf im Ausgangspunkte die Richtung der
durch diese Gleichung dargestellten Kurve die gegebene
Bewegungsrichtung des materiellen Punktes hat.

LaBt man auf einer Kugelfliche von einem Punkte 4
aus nach allen darauf méglichen Richtungen materielle
Punkte ausgehen, auf welche sonst keine Krifte wirken, als
diejenigen, welche sie zwingen, auf der Kugelfliche zu
bleiben, so beschreiben alle diese materiellen Punkte groBte
Kreise, welche sich in dem A vis & vis liegenden Punkte B
der Kugelfliche wieder treffen. Das zwischen 4 und irgend
einem anderen Punkte 4, eines solchen groBten Kreises
liegendes Stiick 44, des groBten Kreises ist so lange die absolut
kiirzeste Linie, die man auf der Kugelfliche von 4 nach 4,
ziehen kann, als der Punkt B nicht auf dem Stiicke 44,
zwischen 4 und 4, liegt. Im letzteren Falle, wenn also
der materielle Punkt auf dem Wege von 4 nach 4, den
Punkt B iiberschritten hat, ist der groBte Kreisbogen 4 B 4,
nicht mehr die absolut kiirzeste, auf der Kugel liegende
Verbindungslinie der Punkte 4 und 4,, aber er ist noch
ein Grenzwert, d. h. die Linge jeder anderen ihm unend-
lich nahen Verbindungslinie 4 C4;, der Punkie 4 und 4,
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auf der Kugel ist von der Liinge des griBten Kreisbogens
4BA, um eine GrdBe verschieden, die unendlich klein
héherer Ordnung ist, als der durchschnittliche Abstand
irgend eines Punktes des groBten Kreisbogens von dem
ihm zun#ichst liegenden Punkte der Kurve 4 C4,.

Wenn man nun von irgend einem Punkte 4 auf der Fliche
eines dreiachsigen Ellipsoides in gleicher Weise nach allen
Richtungen darauf materielle Punkte aussendet, auf welche
sonst keine Kraft wirkt, als diejenige, welche sie zwingt,
auf der Ellipsoidfliche zu bleiben, so schneiden sich alle
Bahnen dieser Punkte, deren Gleichungen alle die Form
der Gleichung 853) haben, nicht mehr nochmals in
einem und demselben Punkte, sondern sie haben vis a vis
vom Ausgangspunkte eine einhiillende, die sich nur dann
auf den vis 4 vis von 4 liegenden Punkt reduziert, wenn 4
auf einer der Achsen des Ellipsoides liegt. Das Stiick jeder
solchen Bahn, das zwischen 4 und irgend einem anderen
Punkte 4, der Bahn auf dem Ellipsoide liegt, ist so lange
die absolut kiirzeste Linie, die man auf dem Ellipsoide
swischen 4 und 4, ziehen kann, als beim Ubergange von
4 nach 4, kein Berithrungspunkt mit jener einhiillenden
durchlaufen wird. Im letzteren Falle ist es noch immer
ein Grenzwert, da, wie wir in § 39 aus dem Prinzipe der
kleinsten Wirkung bewiesen, die Bahn eines von keinen
Kriften affizierten materiellen Punktes auf einer krummen
Fliche immer ein Grenzwert sein muB. Es ist aber iiblich,
diese Bahn ohne weitere Erliuterung als eine kiirzeste
Linie auf der betreffenden Fliche zu bezeichnen und des-
balb nennen wir auch alle durch die Gleichung 353) dar-
gestellten Kurven kiirzeste, loxodrome oder auch geoditische
Kuven. Man sucht namlich zu Schiff im allgemeinen in
einer kiirzesten Linie von der Ausgangs- zur Endstation zu
steeern und in der Geodisie wird die Entfernung zweier
Orte der Erdoberflache laings der kiirzesten Linien gemessen.

Die Abhingigkeit der Lage des betrachteten materiellen
Punktes auf dem Ellipsoide von der Zeit erhalt man, wenn
en den partiellen Differentialquotienten, der durch die
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Gleichung 852) gegebenen GroBe W nach «, gleich ein
neuen Konstanten — % setzt. Dadurch ergibt sich:

Vl—ad}., Vatdi, o At
“a - }'l Ve )-1 Oy ‘ m
Daraus folgt.
854 Vigh,  __VEN

by Voy— oy 4y by Vo by — oy m’
wiahrend die Differentiation der Gleichung 3538) liefert:

355) V_,;l,t - V:lll =0,
' by Vs — o by b Ve by — e
woraus durch Quadrierung folgt:
V3 Lt
356) b3 (g — ey 45) bl () & —ay) =0.
Multiplizieren wir das Quadrat der Gleichung 354) mit ¢
addieren dazu das mit — e, A, 4, multiplizierte Quadrat d
Gleichung 855) und die mit e, (A, — 4;) multiplizie:
Gleichung 356), so ergibt sich mit Riicksicht auf die De
nition der GrdBen A durch die Gleichungen 346)
, a__ 16
AN+ AN =L

m3

Es ist also 4, das Quadrat des Bewegungsmoment
also gleich m?c2.

Die Geschwindigkeit ¢ umgekehrt ist 2 Ve, /m, a
wihrend der ganzen Bewegung konstant, wie es nicht and:
zu erwarten war. Der wihrend der Zeit ¢ zuriickgele,
Bogen s der loxodromen Kurve ist also gleich ¢ und m
erhalt, wenn man in die Gleichung 353) s/c statt ¢ schrei
die Rektifikation der Kriimmungslinien des dreiachsig
Ellipsoides.

§ 66. Ein spezieller Fall des Dreikérperproblems.

Wir wollen nun die Bewegung eines materiellen Punk
von der Masse m betrachten, welcher von zwei fis
Zentren P und P’ angezogen wird und zwar von jedem n:
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dem Newtonschen Gravitationsgesetze. Wir bezeichnen
die Lange der Geraden PP’ mit 2e, ihren Halbierungs-
punkt mit O und betrachten zuerst den speziellen Fall, da8
die Anfangsgeschwindigkeit zu Anfang der Zeit in der
Ebene liegt, die man durch P, P und die Anfangslage des
materiellen Punktes legen kann. Der Punkt bleibt dann
immer in dieser Ebene.

Wir wihlen den soeben mit O bezeichneten Punkt zum
Koordinatenursprunge und ziehen die Abszissenachse 0X; so,
daB der Punkt P auf der positiven Abszissenachse, der
Punkt P’ auf der negativen Abszissenachse liegt, die
Ordinatenachse OX, darauf senkrecht in der Ebene der
Bahn, die Achse OX, senkrecht auf die Bahnebene. Der
materielle Punkt befinde sich zur Zeit ¢ im Punkte 4, dessen
rechtwinklige Koordinaten «,, x,, #, seien. Ks ist dann
%, =0. Wir konstruieren ferner ein elliptisches Koor-
dinatensystem. Die Konstanten o, und a, desselben sind
willkiirlich, a, soll jedoch so gewihlt werden, da

357) a; —a; =é’

ist, daB also P und P’ die Brennpunkte der Ellipsen und
Hyperbeln sind, in denen die konfokalen Flichen zweiten
Grades, welche die elliptischen Koordinaten definieren, von
der z,z,-Ebene geschnitten werden. Die betreffenden
elliptischen Koordinaten des Punktes 4 seien 4,, 4,, 4,. Da
fir diesen Punkt z, = 0 ist, so ist auch 4, =—al. Die
beiden zweischaligen Hyperboloide degenerieren in die z, z,-
Ebene. Die Relationen zwischen z,, z; und 4,, i, finden
wir, wenn wir in den Gleichungen 330), 331) und 332)
setzen A = — a}, wodurch wir wegen Gleichung 3857)
erhalten:

ez = (0 +24,)(; + 1),

e’ w: = (a: + 2’2) (a: + )’a)'
Die Addition dieser Gleichungen liefert:

o+ ol =l al+ 4, + Ay,

daher
2 +x) + 6 = 2a} + 4, + &, = w; + wj,
Boltzmann, Mechanik II. 17
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wenn wir
w, = Pai + )'a’ W, = 'a’; +}l’s
setzen, wobei die Wurzeln immer mit positivem Zeichen zu
nehmen sind.
Bezeichnen wir die Abstinde 4 P und 4 P’ mit » und
7, 80 ist

858) [

=V L2 + & — Yoz = w. —
r= Yzl + 2 + e’ — Yew, = w, — w,

¥=7Vrl + 2} + e + 2z, = w, + w,.

Die Vorzeichen sind richtig, da r, ', », und w, positiv und
mit Beriicksichtigung des Vorzeichens i; > 4,, daher auch
wy > wy ist. Wenn &k und ¥ Konstanten sind, so ist die
Kraftfunktion in diesem Falle:

V__lc__ﬁ_ k' (wy — wy) — k (wy + 10,) (k’ k)w,—(k+k’)w,
-7 7 w3 —w} dy — A
die lebendige Kraft ist
d 7 ’ 2
T—-T(d':) = (A’l’+A’l’)_—(A,+A,)

A, und 4, erhilt man, indem man wieder in den Formeln 335)
setzt 1, = — a}, wodurch folgt:

A2= }'2"11 A’= J't_la .
1T (@ +A)@) +1y)’ B (@ + (] + 4y

Ferner ist statt g, und ¢, zu setzen 0 W/9 A, und 6 W/d As-
Es wird also

2

= [+ B+ 0 (5 -
— @+ 1)@ +2)(5)]-

Bevor wir dies in die Hamiltonsche partielle Differential—
gleichung 301) substituieren, wollen wir fiir A4, und A; die
Variabeln w, und w, einflihren. Ferner wollen wir noch-
setzen:

359) W=ot+ W, + W,

T =

wobei W, nur Funktion von 4, oder w,, W, nun Funktiom
von A; oder w, sein soll. Es wird
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d w,
+2mE —RHw,—2mE + K)w, =0
und man kann setzen

2m a0} — w3) + 0 — 0} (F2) + W} — ) (52) "+

(w) )(dW’) =a, +2mE — Hw, — 2m e, w}
(0} — e’)(dn:‘) =—ea, +2mk + K)w, — 2me, wj.

Die durch diese Gleichungen definierten Funktionen
W, und W, sind elliptische und zwar erscheint W, zunichst
als Funktion von w,, W, als Funktion von w,; beide konnen
daher vermdge der Gleichungen 358) auch leicht als
Funktionen von r und # ausgedriickt werden. Die Sub-
stitution in Gleichung 359) liefert zunsichst . Dessen nach
o, genommener partieller Differentialquotient liefert gleich
einer neuen Konstanten gesetzt die Gleichung der Bahn,
wogegen man den zeitlichen Verlauf der Bewegung erhilt,
wenn man den partiellen Differentialquotienten von W
nach «, gleich einer abermals neuen Konstanten setzt.

Wir wollen nun wieder die Bewegung eines materiellen
Punktes von der Masse m, der gegen zwei fixe Anziehungs-
zentra P und P’ mit der Kraft k/r? resp. k'/r'? gezogen
wird, betrachten, wobei wieder » und + die Entfernungen
des materiellen Punktes zur Zeit ¢ von P resp. P’ sind.
Es soll aber die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit des
materiellen Punktes nicht in der durch seine Anfangslage
und P und P’ hindurchgehenden Ebene liegen.

Wir wihlen wieder den Halbierungspunkt der Ge-
raden PP, deren Linge wir mit 2¢ bezeichnen, zum Koor-
dinatenursprunge, ziehen von O gegen P die positive Ab-
szissenachse O X,, auBerdem ziechen wir aber noch zwei
beliebige fixe Koordinatenachsen OY und O0Z auf 0X,
senkrecht im Raume. Zudem wenden wir noch eine be-
wegliche Ordinatenachse O X, an, welche stets senkrecht
zu O0X,; immer in der durch OX; und die augenblickliche
Lage 4 des materiellen Punktes m gehenden Ebene X, 0 X,
liegen soll.

17*
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Die Koordinaten des Punktes 4 beziiglich des be-
weglichen Koordinatensystemes O X; und O X, sollen mit
2z, und z, bezeichnet werden. Der verinderliche Winkel
zwischen den Geraden OX, und OY, also zwischen der
fixen zy-Ebene X, OY und der beweglichen zy-Ebene X,0X,
soll mit & bezeichnet werden. Dieser Winkel bestimmt
die Lage der beweglichen zy-Ebene, wihrend z, und z, die
Lage des Punktes 4 auf derselben bestimmen. Durch die
drei Variabeln z,, z; und & wird also die augenblickliche
Lage A des materiellen Punktes im Raume eindeutig be-
stimmt.

Das Verhiltnis der Variabeln A,, i, zu z,, z, driickte
in der eben gelosten Aufgabe eine rein geometrische Be-
ziehung aus, welche bloB auf die Lage in der z,z,-Ebene
Bezug hat und ganz davon unabhingig ist, ob diese Ebene
fix ist oder sich bewegt. Die geometrische Lage des
Punktes 4 auf der X, OX;-Ebene ist aber jetzt genau
dieselbe, wie frither, als sich der materielle Punkt in einer
Ebene bewegte. Wir konnen also jetzt wie damals die
Variabeln 4, und 4, statt z, und z, einfihren. Es werden
alle Gleichungen zwischen diesen vier Variabeln, welche
sich auf die geometrische Lage des Punktes 4 auf der
X, 0 X;-Ebene beziehen, vollkommen unverindert bleiben.
Setzen wir wieder

a; + A, =w;, a}+ i, =w},
80 wird wieder
vk _¥ _ W-Buw— K+ b,
r r w3 — w}

Die Bewegung des materiellen Punktes wihrend der
Zeit dt kann in drei Komponenten zerlegt werden:

1. Es wichst #, um dz,. Dadurch verschiebt sich der
Punkt um das Stick dz, in der Richtung O X,.

2. Es wichst z, um d«;, dadurch verschiebt sich 4
um das Stick dz, in der Richtung O X,.

3. Es wichst 4 um d&. Die Verschiebung, welche
durch diesen Umstand allein bewirkt wiirde, steht senkrecht
auf den beiden fritheren dz, und dz, und kann als ein
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unendlich kleiner mit dem Radius z, beschriebener, dem
Zentriwinkel dJ gegeniiberliegender Kreisbogen von der
Linge z,d 9 betrachtet werden. Der gesamte vom materiellen
Punkte wihrend der Zeit d¢ beschriebene Weg ist also

ds=Yda? + dz? + 2?dJ°.

Nun bleiben aber die geometrischen Beziehungen
twischen A;, A;, #z, und z, dieselben, daher ist

4(da? +dad) = A2dA2 + A2 d A2

und wenn man wieder die Differentialquotienten nach der
Zeit durch angehingte Striche markiert

R (Y
daher
2
T=2(5) = F 11 + 407 + 403 97)
woraus sich die den generalisierten Koordinaten 4,, A,
¥ entsprechenden Momente gleich
g, ={mAN,, q,=im ¥, ¢,=m=z ¥
und daher

_2(a 9! PE
r= ()
ergibtt Ehe wir dies in die Hamiltonsche partielle
Differentialgleichung

ow
W+T+ V=0

substituieren, haben wir darin fiir ¢,, ¢,, ¢, die partiellen
Differentialquotienten des W nach den Koordinaten, also
0W|da, O W[Oi und 0 W/O & einzusetzen. Wir wollen
fir A, und A; die Variabeln w, und w, einfithren, er-
halten also

W _ 1 W AW _ 1 aW
0ly 2w, Qw, Ok 2w, Ow,

Diese Werte nebst 0 W/0 & sind in T fiir ¢,, ¢, und g, zu
schreiben. Ferner ist
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Aa — lg—ls — wg-—wg
2 (@ + 1) (ad + %) 03 (w3 — &)’
A = Ay — A — w} — w} ,
8 @} + i5)(af + ) w} (w] — %)
1 _ e? _ L _
3 (@ +A@lth) (@l —e)wi-—e)

_ e? 1 1
— i - (wa—e* B wz—e*)'
Endlich wollen wir noch setzen
W=ettoad+ W, + W,

wobei W, nur Funktion von i, resp. w,, W, nur Funktion
von A, resp. w, sein soll, so daB

SW_ ., AW _ AW _dW, W _dW
T 99 0 U3 dwy, dwy,’ 0w, duw,

t

wird. Es verwandelt sich schlieBlich nach Multiplikation
mit 2m (w] — w,) die Hamiltonsche partielle Differential-
gleichung in folgende Gleichung:

dW,\?2 d W,\?2 2 o2 2 2
= ) ot = ) o

+2mk — K)w, + 2m (kK + k)wy + 2m e, w; — 2m e, w; =0.

Zu dieser Gleichung addieren und subtrahieren wir eine
dritte Konstante «, und spalten sie dann in die beiden
Gleichungen:

d W,\2 , 2 2
(w3 —w(dw") =2m{E — kHw, — 2me, w; — % + «,,

LA

d w,
Aus diesen Gleichungen folgt W, als ultraelliptische Funktion
von w, und W, als ebensolche Funktion von w, Die
beiden Gleichungen der Bahn erhilt man, wenn man die
beiden partiellen Differentialquotienten des W nach «,
und o, je gleich zwei neuen Konstanten g, und g, setat,
den zeitlichen Verlauf der Bewegung aber erhilt man, indem
man den partiellen Differentialquotienten des W nach e

’ 2 8’(!%
= 2m(k + k)ws - 2mwlwa —w?,——e’ + o, .
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gleich einer letzten Konstanten 8, setzt. Natiirlich besteht
die Gleichung der lebendigen Kraft und die auf die y=z-
Ebene beziigliche Flichenmomentengleichung, mit deren
Deduktion aus unseren SchluBgleichungen ich mich aber
nicht aufhalten will.

V1. Methode der Variation der Konstanten.

§ 67. Beziehung dieser Methode zu der der Variations-
rechnung der reinen Mathematik.

Schon in § 8, in dem nidchsten auf Entwicklung der
Gleichung 58) folgenden Abschnitte, beschiftigten wir uns
mit der Idee einer fortgesetzten Variation, bis man zu
einem um Endliches verschiedenen Zustande gelangt. Im
IV. Abschnitte hatten wir es dann schon wiederholt mit
dem Begriffe des allm#ihlichen Uberganges der rein mathe-
matischen Variation in eine kleine, durch physikalische
Ursachen bewirkte wirkliche Anderung der Bewegung zu
tun. Damit ist aber Bedeutung dieses Begriffes fiir die
theoretische Physik noch lange nicht erschdpft.

Es gibt namlich keinen einzigen Naturvorgang, welcher
sich in so einfacher Weise abspielen wiirde, daB er absolut
exakt in Gleichungen gefaBt werden konnte. Gliicklicher-
weise ist jedoch h#iufig eine der wirkenden Ursachen bei
weitem die ausschlaggebendste und man kann die Bewegung,
welche durch sie allein erzeugt wiirde, in Gleichungen
fassen, welche die wirkliche Bewegung angenihert dar-
stellen und gewisse Integrationskonstanten enthalten.
Die tibrigen wirkenden Ursachen werden dann als solche
betrachtet, welche jene einfache Bewegung stéren und die
Werte der Integrationskonstanten kontinuierlich langsam
verindern. Diejenige einfache Bewegung, welche eintreten
wirde, wenn zur Zeit ¢ plétzlich alle Stérungen aufhdren
wiirden, und welche mit denjenigen Werten der Integrations-
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konstanten fortginge, welche diese bei der wirklichen Be-
wegung gerade zur Zeit ¢ haben, heiBit die oskulierende ein-
fache Bewegung.

Diese Methode der Ldsung komplizierter Probleme
heiBt die Methode der Variation der Konstanten. Ihre
Durchfiihrbarkeit beruht daraunf, daB alle Ausdriicke nach
Potenzen der als sehr klein betrachteten Stérungen ent-
wickelt werden und zuerst alle Potenzen mit Ausnahme der
ersten vernachliissigt werden. Ist diese Rechnung durch-
gefiihrt, so kdnnen dann die Glieder zweiter Ordnung eben-
falls beriicksichtigt werden u. s. f.

So ist in erster Instanz die Wirkung aller Krifte eine
Stérung und die geradlinige, gleichformige Bewegung, welche
eintreten wiirde, wenn in einem bestimmten Momente alle
Krifte aufhoren wirden, die oskulierende. Ein geworfener
Korper (Geschiitzprojektil) beschreibt in erster Annsherung
die Fallparabel, die Storung durch den Luftwiderstand
wird als klein betrachtet. Reibung, Mittelswiderstand,
elastische Nachwirkung, elektromagnetische Dampfung
werden als kleine Stérungen bei den Schwingungen von
Pendeln, Magneten, bei akustischen und elektromagnetischen
stehenden Schwingungen betrachtet. Die erste Anwendung
und hochste Vollendung erfubhr jedoch diese Methode in
der Astronomie, wo man die Bewegung jedes Planeten,
Mondes oder Kometen unter dem Einflusse seines Zentral-
korpers als dessen ungestorte Bahn, die Einfliisse aller
ibrigen Himmelskorper aber als kleine Storungen derselben
betrachtet. Obwohl uns daher hier die astronomischen
Aufgaben ferner liegen, so werden wir doch nicht umhin
konnen, sie als Musterbilder fiir eine Rechnungsmethode,
die auch in der iibrigen Physik taglich h#ufiger in An-
wendung kommt, hier in den Vordergrund zu riicken.

Die beschriebene Methode der Variation der Konstanten
scheint der Idee nach grundverschieden von der in § 1
definierten und in den folgenden Paragraphen verwendeten
Variationsmethode der reinen Mathematik. Praktisch sind
beiden Methoden die nichsten Verwandten, da beide auf der
Voraussetzung beruhen, daB die Variationen so klein sind,
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d28 man die Glieder erster Ordnung fiir sich, die zweiter
davon getrennt wiederum fiir sich etc. betrachten darf.

Wir wollen nun die Methode der Variation der Kon-
stanten niiher folgendermaBen definieren: Es sei die Be-
rechnung der Bewegung eines mechanischen Systems, in dem
Krifte tétig sind, die eine gewisse Kraftfunktion ¥ haben,
gelingen. Die Losung enthalte die ndtige Zahl von Inte-
grationskonstanten. Es soll daraus, dadurch daB man statt
dieser Integrationskonstanten Funktionen der Zeit sub-
gtitiert, die Losung einer anderen Aufgabe abgeleitet
werden, wobei dasselbe mechanische System sich unter dem
Einflusse von Kraften bewegt, welche eine etwas von ¥V
verschiedene Kraftfunktion 7+ £ haben. Wir wollen
dieses Problem zunichst nach der Lagrangeschen Methode
behandeln.

§ 68. Lagranges Hilfssatz.

Wir leiten vorerst eine allgemeine Relation ab. Es
sei genau wie in § 55 ein beliebiges mechanisches System
gegeben, das durch die generalisierten Koordinaten p,, p, ...p,
bestimmt ist. Wir setzen Einfachheit halber voraus, daB
wischen diesen keine Bedingungsgleichungen bestehen und
eine Kraftfunktion V existiert, welche nur die Koordinaten
und eventuell die Zeit enthilt. Wir bezeichnen wie frither
mit p° die Geschwindigkeiten, mit ¢ die Momente, mit 7 die
lebendige Kraft, welche wir bei Bildung der partiellen
Differentialquotienten als homogene quadratische Funktion
der Geschwindigkeiten ausgedriickt denken und setzen
H=7T— 7. Dann lauten nach 74) und 286) die Bewegungs-
gleichungen:

doy _ d(9H\_8H
360) W‘a:(ap',.)‘ap,. h=1,2...s.

Aus diesen Bewegungsgleichungen kénnen die Koordinaten
als Funktionen von der Zeit ¢ und 2s Integrationskon-
stanten C,, G, ... Gy, gefunden werden. Wir wollen nun den
Werten siimtlicher Integrationskonstanten unendlich kleine
Zuwachse 0C,, 0 C, ... 0 G, erteilen. Dadurch werden die
zu irgend einer Zeit gehorigen Werte der Koordinaten,
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Geschwindigkeiten, Momente sowie alle Ausdriicke, welche
Funktionen dieser GroBen und der Zeit sind, ebenfalls
unendlich kleine Zuwiichse erfahren, die wir durch ein vor-
gesetztes J bezeichnen wollen. Jeder derartige Ausdruck ¢

kann, wie die Koordinaten, Geschwindigkeiten und Momente

selbst, als Funktion von ¢, C,, G,... G, ausgedriickt werden

und es ist

Die den Werten C+ dC der Integrationskonstanten
entsprechende Bewegung ist also eine spezielle variierte
Bewegung im mathematischen Sinne der Variationsrechnung
und wir kniipfen hier die Theorie der physikalischen nicht
strenge unendlich kleinen Variationen vollstindig an die l
der mathematischen Variationen an. i

Wir wollen nun noch ein zweites Mal den Integrations-
konstanten C,, G, ... G, beliebige andere, von den J C vol-
staindig unabhingige, unendlich kleine Zuwiaichse 4G,
4G, ... 4G,, erteilen. Dann ist ebenso der dadurch er-
zeugte Zuwachs des zu irgend einer Zeit gehorigen Wertes
von G

Der Zuwachs, welchen & G erfihrt, wenn man darin die dC
und natirlich immer ¢ unverindert, aber die ¢ um 4C
wachsen 1aBt, soll mit 40 G, der von 4 G, wenn man bloB
die C um 0 C wachsen laBt, mit & 4 G bezeichnet werden.
Dann ist offenbar

361) A45G=04G= ZZao.ao."C 4¢,.

Lassen wir in 6 H/dp', oder § H/Op, die C und & C wachses
8o erhalten wir die GroBen

) “f" und ¢ o8
ap'x I
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id da die 0 C von der Zeit ganz unabhiingig sind, so folgt

8 360)
d g0H _s0H _

dt” op (TS
senso folgt
d OH d0H

ir subtrahieren die zweite dieser beiden Gleichungen von
r ersten, nachdem wir die erste mit dp, die zweite
it p, multipliziert haben. Wenn wir noch

0H dAph 0H dOp,. / 0 H ,
Sy Tt — A T = 0 A, — 45507,
amal addleren, dann subtra,hleren, so erhalten wir

0H

49022 — op, 4 ]_

, 0H

—Ap,,& +A 5 —0p,4— T —Jp A

ir wollen hier dem 4 alle Werte erteilen und alle so
haltenen Gleichungen addieren. Da die durch & und 4
gezeigten Variationen vollstindig voneinander unabhingig
id, so ist die Summe der beiden positiven Glieder, die
i so0 rechts erhilt, nichts anderes als d 4 H, die Summe
r beiden negativen aber nichts anderes als — 40 H Da
n diese beiden GroBen nach 361) untereinander gleich
d, so verschwindet die rechte Seite und es wird

d
dt

6H d

=37 h5 A

mp,_a
1

. ¥ die Geschwindigkeiten nicht enthalt, so ist 0 H/Op', =
"|0p’, = ¢,, daher kann man die letzte Gleichung auch
schreiben:

d ]
2) 7727'(410;.59;;—517;.49,‘#0-
1
8 der GroBe

3) Dhdp,dq,— 44,3p,)

1
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muB also, wenn man alles durch die C und deren Varias-
tionen und die Zeit ausdriickt, die letztere herausfallen
Diese GroBe kann so ausgedriickt nur Funktion der C und
deren Variationen sein. Die letzteren enthilt sie natiirlich
80, daB jedes Glied ein 6 C und ein 4C als Faktor hat

Um zu zeigen, wie einfach der Sinn dieser Betrachtungen
ist, wollen wir sie an einem ganz leichten Beispiele er-
drtern. Bestehe unser System aus einem einzigen materiellen
Punkte von der Masse eins, dessen Abszisse p sei und der
sich anf der Abszissenachse unter EinfluB einer Kraft —a¥
bewegt, die ihn gegen den Koordinatenanfangspunkt zeht
und deren Intensitdt der Abszisse p proportional ist. Dann
ist p= C,sin(at + G,) p=aC, cos(at + C,)

0p=0C,sin(at + C,) + C, 8 C,-cos(at + C)
0p'=adCcos(at+ G)—aC 0C,-sin(at+ ()
dp = A4Csin(at + C) + C, 4G, -cos(at + C)
dp'=adC,cos(at + C)—a C,4C,-sin(at + G,

864)

daher
40p =9dC,-4C,cos(at + C)+ 6 C, 4C, cos(at + C,) —

— C,0C,4C,sin(at + G)
und derselbe Wert folgt fir d4p. Es ist ¢ =p". Die
Gleichung 862) besagt daher, daB Apdp — dp Ap’ die Zeit
nicht enth#lt, sondern nur Funktion der Integrationskon-
stanten und ihrer Variationen ist. In der Tat folgt aus 364)

Apop—dpdp'=aC,(0C, 40, — 4C, 0 G,
Wir wollen nun zur Methode der Variation der Konstanten
tbergehen.
§ 69. Lagranges Methode der Variation der Konstanten.

Es seien die
865) p, ' und ¢

als solche Funktionen der Zeit ¢ und von 2s Integrations-
konstanten C gefunden, daB die Gleichungen 360) erfiillt
sind, in denen die Kraftfunktion ¥ einen bestimmt gegebenen
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Wert hat. Wir nennen die durch diese Werte der p be-
simmte Bewegung die ungestdrte. Nun sollen zu den
wihrend derselben wirkenden Kriiften noch sehr kleine, die
stirenden hinzukommen, wodurch der Wert der Kraftfunktion
von Vin ¥V 4 £ iibergehen soll. £ ist natiirlich im all-
gemeinen eine Funktion der Koordinaten und der Zeit,
deren Wert aber immer klein sei Die unter der Mit-
wirkung dieser stdrenden Kriifte stattfindende Bewegung
nennen wir die gestorte.

Die Gleichungen 860*) fiir dieselbe unterscheiden sich
von den Gleichungen 860) bloB dadurch, da V 4+ 2 an
die Stelle von ¥ tritt und wir stellen uns die Aufgabe in
die Werte 865), welche die Gleichungen 860) fiir die un-
gestorte Bewegung befriedigen, statt der Konstanten C solche
Funktionen der Zeit zu setzen, daB die hierdurch erhaltenen
Variabeln
366) i” I-’,’ i
die Gleichungen 360* fir die gestdrte Bewegung erfiillen.

Da nun die C variabel sind, so werden sie wihrend
der Zeit dt¢ gewisse Zuwichse dC,, d G, ...d C,, erfahren
ud wir wollen den Zuwachs, den irgend eine Funktion der
Variabeln 365) dadurch erfihrt, daB man darin bloB den C
diese Zuwichse erteilt, durch Vorsetzen des Zeichens d,
susdriicken. Dieser Zuwachs ist bloB durch eine kleine
Verinderung der Werte der Integrationskonstanten ent-
slanden und hat daher ganz die Eigenschaften der frither
mit § oder 4 bezeichneten Zuwichse. Dann ist also

dpn _dpn A

LT
wobei das’ erste Glied rechts den Differentialquotienten
des p, nach der Zeit bei konstanten C ausdriickt.

Es sollen nun die 2s GréBen C so gew#hlt werden,
daB far jedes h

367) LY

ist. Die physikalische Bedeutung der letzten Gleichung
kann man sich folgendermaBen klar machen. Wenn man



270 VI. §69. Lagranges Methode. [GL 36*

aus den Variabeln 865) die Variabeln 366) bildet, d. h. stat
der C diejenigen Funktionen der Zeit setzt, welche wi
finden werden, so erhilt man die gestérte Bewegung. Wem
man nun von irgend einer Zeit ¢ an pldtzlich den C diejeniger
konstanten Werte erteilt, welche sie gerade zu jener Zei
haben, so stimmen sowohl die Werte der p als auch der 2
genan mit jenen iiberein, welche diese GroBen hitten, wem
die C variabel blieben. Man erhélt also durch dies
Operation die Bewegung, welche das System in der Folge
zeit machen wirde, wenn zur Zeit ¢ ohne Anderung de
Positionen und Geschwindigkeiten der Systempunkte di
storenden Krifte plotzlich aufhéren wiirden. Man nenr
die Bewegung, welche dann eintrite, die oskulierende ur
gestorte Bewegung.

Wenn z. B. 7V die Kraftfunktion der Sonnenanziehun
auf die Erde, £ die der anderen Himmelskérper ist, 8
liefert die plotzliche Konstantsetzung aller C die Ellips:
welche die Erde um die Sonne beschreiben wiirde, wen
plotzlich alle Stérungen aufhorten. Noch einfacher: wen
wir das Ubergewicht an der Atwoodschen Fallmaschin
als Stérung und 2 als dessen Kraftfunktion ansehen, &
erhalten wir durch plétzliches Konstantmachen der C di
Bewegung nach Abheben des Ubergewichts.

Wir konnen daher die gestorte Bewegung so auffasse
als ob in jedem Zeitmomente die oskulierende ungestor
Bewegung statthiitte, sich aber deren Integrationskonstante
allmihlich mit der Zeit #ndern wiirden; z. B. die gestér
Erdbahn so, als ob sich die- Erde immer in einer Ellip:
um die Sonne bewegte, deren Achsen, Ebene etc. sich lan,
sam inderten, den freien Fall so, als ob die Bewegung :
jedem Augenblicke gleichformig wire, aber die Geschwindi
keit sich mit der Zeit @nderte.

Die Variabeln 366) sollen nun der Gleichung 36(
geniigen, welche man aus 360) erhalt, wenn man V4
statt ¥ substituiert und welche wir so schreiben kénnen:

d 8T 8T 9V 4L
dt Op'a  Opa  Opa  Opa
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Die Querstriche driicken aus, daB iiberall die Variabeln 366)
statt 365) substituiert sind. Nun sind sowohl die 7 als
suich die ' genau so wie die p und p’ aus der Zeit und
den C zusammengesetzt; nur daB in den ersteren die C als
Funktionen der Zeit zu betrachten sind. Daher sind auch
V,T,dV|dp,, 0T|dp, und 6 T[dp, die gleichen Funk-
tionen der Zeit und der C wie die entsprechenden un-
gestrichenen GroBen; nur daB wieder die C F unktionen der
Zeit sind. Dies muB bei Bildung von % T beachtet
werden. Wir denken uns daher in 6 T/0p’, die p und p als
Funktionen der Zeit und der C ausgedriickt und bezeichnen
durch Weglassung des Querstrichs ihren Differential-
quotienten nach der Zeit bei konstanten C, durch das vor-
gesetzte d, aber den Zuwachs, der durch bloBe Verinderung
der C eintritt, also die Eigenschaften des frither durch das
Zeichen & oder A ausgedriickten Zuwachses hat. Dann
ist also

d 8T _d 8T , 4 8T
dt 9ph  di ap» ' dt ap,.

Substituieren wir alle diese Werte in die Gleichung 360*),

8o folgt: L
%y ¢ 3T & 6T 9T 3V _ 33

dt 9ph ' dt 3ph Opn  Opa  Opa

Denken wir uns nun die p und p’ als Funktionen der
Zeit und der C ausgedriickt, so sind die in dieser Gleichung
vorkommenden GrdBen

4 9T
dt ap',.’

d oV
a— und —8—2_7;

identisch ebenso aus ¢ und den C zusammengesetzt, wie die
GroBen

4 a1 ar L. v
dt Bp',.’ Pn a}’h

der Gleichung 360). Letztere GroBen erfilllen aber dann
letztere Gleichung identisch, d. h. fiir alle Werte der C und
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des t. Daher tilgen sich auch die entsprechenden Glieder
identisch in der Gleichung 368) und diese reduziert sich auf

369) 4 0T 3R

Da nun Q ein kleines Zusatzglied ist, so werden sic),
auch die Werte der Variabeln 366), wenigstens wenn Qje
verstrichene Zeit nicht zu lange ist, nur wenig von denep
der Variabeln 365) unterscheiden. Wir kionnen daher an-
genihert in der ohnedies kleinen rechten Seite der letzten
Gleichung letztere fiir erstere schreiben und die C konstant
ansehen und erhalten:

d 8T EXe)

369) A s am

Dies sind s lineare Gleichungen zwischen den Grifen
dC[dt. Die Gleichungen 367) stellen nochmals s lineare
Gleichungen zwischen denselben GroBen dar, so daB alle
diese GrioBen als Funktionen der Zeit bestimmt werden
konnen. Ihre Werte fiir eine bestimmte Zeit stellen die
2 s Integrationskonstanten dar.

Die 2s linearen Gleichungen fiir die dC/dt werden
am leichtesten auf einem Umwege gelost. Wir erteilen zu
diesem Behufe bei der ungestorten Bewegung den C ganz
willkiirliche unendlich kleine Zuwéchse 4C,, 4G, ... 4G,
und bezeichnen den Zuwachs, welchen die Variabeln 365)
und irgendwelche Funktionen derselben dadurch erleiden,
durch das vorgesetzte 4. Wir multiplizieren ferner die
Gleichung 369) mit Ap,, die Gleichung 368) mit — 44,
und addieren alle diese Gleichungen, in denen dem h alle
Werte von 1 bis s zu erteilen sind, dann folgt:

370) Z(Ap, L Aq,"'") g'QA ——49.

Hier wurde wieder ¢, fir 6 T/Gp, geschneben; ferner be-
deutet links die GroBe d, g, den Zuwachs, den g, erleide},
wenn die C irgendwelche Zuwichse dC,, dC,...d(, er
fahren, hat also denselben Sinn, wie die in 362) mit dy,
bezeichnete GroBe. Nur daB bei d, g, die Zuwichse der C
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mit dC, bei dg, aber mit 6 C bezeichnet wurden. Ja es
sind die d C im Grunde auch willkiirlich Zuw#chse, da ja 2
ganz nach Belieben gewihlt werden kann.

Es wird daher nach Gleichung 362) der Ausdruck

311 :E:(Ap,.dl &—490.47),

venn man alle p, ' und ¢ durch die C und ¢ ausdriickt,
nur eine Funktion der Integrationskonstanten C und ibrer
Zuwichse 4 C und d C sein konnen. Natiirlich muB er so-
wohl beziiglich der d C als auch beziiglich der 4 C linear
und homogen sein, wie der Ausdruck 363) beziiglich der
0Cund 4 C. Auch rechts konnen wir in Gleichung 370) im
Ausdrucke fiir 2 die p durch die C und ¢ ausdriicken. Da
49 der Zuwachs ist, der bloB dadurch entsteht, daB die
Cum die 4 C wachsen, so ist

Nun sind aber die 4 C vollkommen willkiirlich. Wir kdnnen
daher links und rechts die mit je einem 4 C multiplizierten
Glieder filr sich einander gleich setzen. Wir erhalten so
jedes 6 2/0 C als lineare Funktion der d C/dt, deren Koef-
fizienten nicht die Zeit, nur die C enthalten, da die ganze
licke Seite der Gleichung 370) die Zeit nicht enthalt.
Durch Aufldsung dieser Gleichungen nach den d Cldt er-
halten wir umgekehrt letztere als lineare Funktionen der
092/0 0, deren Koeffizienten natiirlich wieder nur die C,
nicht die Zeit enthalten.

Die letzteren Gleichungen erhalten wir noch kiirzer in
folgender Weise: Wir bezeichnen die Werte der p und g
fir die Anfangszeit mit p und g Wir konnen dieselben als
die Integrationskonstanten C wihlen, also die Variabeln 365),
und daher auch die GroBe Q2 der rechten Seite der
Gleichung 870) durch ¢ und die p, q ausdriicken. Da 49
der Zuwachs ist, den diese GréBe bloB dadurch erfihrt, daB
die Integrationskonstanten die mit 4 bezeichneten Zuwichse
erfahren, so wird dann:

Boltzmann, Mechanik II 18
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372) 49= 2( Ap,,+anq,,)

Die linke Seite der Gleichung 370) reduziert sich fir die=*®
Anfangszeit auf

313) Z.'(Avhd“‘“ Aqhdlp.)
1

und da sie die Zeit nicht explizit enthilt, muB sie zu allen s™
Zeiten diesen Wert haben.

Der Index 1 beim Differentialzeichen kann jetzt weg- ——
bleiben, da p, und g, die Integrationskonstanten selbst sind, -
also von den Verinderungen, die sie erleiden, wenn man _sm
unter Konstanthaltung der Integrationskonstanten die Zeit —3
wachsen 146t, keine Rede sein kann. Man erhilt also, wenn _sm
man in 370) die Werte 372) und 373) substituiert:

S5+ 30 an- (3 -59 a0] -0

und da die Werte simtlicher Integrationékonstanten und A
daher auch der mit 4 bezeichneten Zuwichse derselben —=
willkurlich sind, so folgt

A _ 082  dn 23R
dt ap’  dt '

874)

Wollen wir lieber irgendwelche andere Integrations- -
konstanten C,, G;, C; ... G,, einfihren, so kénnen wir diese  *
als Funktionen der p, ¢ und umgekehrt ansgedriickt denken.

Es ist also

daher nach Substitution der Werte 374)

fgk=2(9_0»a_ﬂ_mw
Opn 3an O ap,.)
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Nun ist aber
2e 2s
08 IR IG K 029G

375) T 1ka—oka_ph’ o = I”iTU.a—q.’
daher
376) 1% = NG Jo»

1
wobei symbolisch gesetzt wurde

L]
_ 126906 2690,
877) (G G) = 2'(.-,,,, 70 = Fo o)

aus welcher Definition folgt:
37g) (G O =—(G, G (G, G)=0.

Wir haben bewiesen, daB die Koeffizienten der Glei-
chungen, welche die dC/dt durch die d 22/0C ausdriicken,
nur Funktionen der Integrationskonstanten sein kdnnen, es
sind also die (C,, C) konstante GroBe. Natirlich ist der
Zeitanfang vollkommen willkiirlich; man kann also statt der
P, q wieder die zu einer beliebigen Zeit ¢ gehdrigen Werte p, ¢
8etzen. Die Grofe

R - (a0 2629
79) (Ck’ Cl) 2(61), g 9gn Opa

ist daher mit 377) vollkommen identisch und ebenfalls nur
Funktion der Integrationskonstanten oder eine reine Kon-
Stante. Wenn daher ¢ = C, und = C, zwei beliebige
Itltegrale der Bewegungsgleichungen 860) sind, wobei ¢ und
Y Funktionen von ¢ und den p und ¢ sind, so muB der
Wert der GroBe

B O (de Oy _d¢ dy
(G O) = (p,¥) = 21,7'(3?; Opn,  Opa am)

“wieder von der Zeit unabhingig sein.
Dieser Satz wurde von Poisson gefunden. Jacobi

«rkannte, daB er auch zur Ableitung eines neuen Integrales
18+



.278 VI. §170. Beispiele. [G1. 380. !

/
aus zwei gefundenen benutzt werden kann. Sobald namlich
aus (p, v) nicht alle p und ¢ identisch herausfallen, so wird
immer die Gleichung

(@, ) = konst.

von denjenigen Werten der p und ¢, welche den Bewegungs-

gleichungen 360) genfigen, erfiilllt. Diese Gleichung ist also

jedenfalls ein Integral der Bewegungsgleichungen. Sie muB

aber nicht ein neues sein. Sie kann auch eine Kombination
der beiden benutzten Integrale ¢ = C,, v = C, sein, so dab
sie von allen Werten der p, q, welche diesen Gleichunge®
geniigen, ebenfalls erfiillt wird. Sie kann auch ein anderes
schon bekanntes Integral sein.

§ 70. Beispiele.

Sei ein System materieller Punkte gegeben, fiir welchee®
beziiglich zweier Koordinatenachsen, z. B. der z- und y-Achse »~
die Gleichungen des Flachenprinzips

380) Zh m, (0%, — %Y, =a, 2) m, (%, %, — 2, %) =b-

gelten. Dann konnen wir diese beiden Ausdriicke als ¢
und v, die rechtwinkligen Koordinaten aber als p wihlen.
Es reduziert sich (@, y) auf

1 (da 8b da 0b , ,
-27»7.(%; T 7e o5 =Z"‘h(’hy»‘yﬂ»)'
Da dieser Ausdruck nach dem Poissonschen Satze kon-
stant sein muB, so lehrt dieser, daB, wenn fiir ein System
die beiden Gleichungen 380) bestehen, daraus die Richtig-
keit der analogen Gleichung fir die dritte Koordinaten-

achse folgt.

Hat man aus 376) die p in weiterer Anniherung ge-
funden, wobei rechts die C als konstant betrachtet werden
konnen, da ihre kleinen Anderungen mit den kleinen GroBen
0 2/0 C multipliziert sind, so erscheinen daselbst zu den Inte-

grationskonstanten gewisse kleine Funktionen der Zeit addiert.
Man kann diese korrigierten Werte in Q einsetzen und nach
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Potenzen der neu hinzugekommenen Glieder entwickeln. Man
erhilt dann zu dem Werte des £, den wir bisher benutzten,
noch ein Glied hinzu. Man kann nun wie frither die Inte-

grationskonstanten wiederum so variieren, daB die Werte

der p die Bewegungsgleichungen inklusive der neu hinzu-
gekommenen Glieder erfiillen und schlieBlich in dieser Weise
die Anniherung so weit treiben, als man will.

Als Beispiel betrachten wir wieder den Fall, wo die
Abszisse p eines auf der Abszissenachse beweglichen mate-
riellen Punktes durch die Gleichung

a@ 38R

381) d—t’: =—a'p— i

bestimmt ist. Das letzte Glied sei die stérende Kraft. Fir
die ungestdrte Bewegung ist

382) p=pcosat+%sinat=—-Clsin(at+0,),
g=p'=—apsinat 4+ qcosat=aC cos(at + G,).
Daraus folgt:

d

\p=dpcosat+ qusinat, Ap = Adpcosat + {quinat

% 9=_gqgdpsinal+dqcosat, Aq=—a dpsinat+Aqcosat
dgdp—dpAdg=dqdy —dpdq=— 4R2dt,

Wobej in 2 zu setzen ist p=p cosa? +~2— sinat. Daher folgt
383) 4y _8R° dq 88

dt — dq’ ¢ ap

S

P

Lautet die Gleichung 381) so: = a®p+f(f), so ist

.Q=—pf(t)=—pf(t)cosat—%—f(t)sinat.
ES folgt daher aus 383)
Bq =—%ff(t)sin(at)dt, q=ff(l)cos(at)dt.

N.[an sieht leicht, daB die hier behandelte Methode in diesem
®infachen Kalle mit der Methode identisch ist, nach welcher
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aus dem allgemeinen Integrale einer linearen Differential-
gleichung ohne zweiten Teil das der entsprechenden mit
zweitem Teile abgeleitet wird und welche man gemeiniglich
ebenfalls die Methode der Variation der Konstanten zu nennen
pflegt. Wollte man die Konstanten C einfilhren, so wire

Cl=|/p’+—z—’=|/p:+%’

C,=arctgiq?i—at=arctgan—ato,
(G, Q)=(G, G)=0,
(GG == (G C) =2 52— 52 Fa=

Q=— ¢ f()sin(at + C).
Die Gleichungen 876) gehen daher iiber in

385) d—d% —@cos(at+ G), dd—c;’ =— @sm(at + G,).
Wiirde man aus den Gleichungen 385) C, und C, exakt be-
stimmen und diese Werte in die Gleichung 381) substituieren,
so wirde man eine exakte Losung der Aufgabe erhalten,
dagegen nur eine angeniherte, wenn man die Gleichungen 385)
dadurch in lineare verwandeln wiirde, daB man aunf der
rechten Seite dieser Gleichungen, wo noch der sehr kleines
Faktor f(f) dabei steht, C, und C, als Konstanten ansihes_
Jedenfalls aber erhilt man eine exakte Ldsung, wenn maxy
die Werte 384) fiir p und q in die Formel 382) einsetzt,

und bloB als Funktion der Zeit gegeben ist. Enthalt

es dagegen noch p, so kann man folgendes sukzessives An-
naherungsverfahren einschlagen. Man gibt den bisher mit
p und q bezeichneten Konstanten den Index Null, den
variabeln GroBen, welche bei der zweiten Anniherung sich
zu ihnen dazu addieren, den Index Eins, denen die beim
dritten Grade der Anniherung sich weiter dazu addieren
den Index Zwei etc. Dann ist in erster Annaherung
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p=1yp,cos(at) + %sin(at),

£ aber, welches wir als Funktionen von p und ¢ in der
Form Q(p, ?) schreiben, gleich

Qo=9(pocosat+1—°sinat,t).
Man erhalt daher statt der Formeln 383)
4 =—-fdt.Q'°cos(at), p, = %fdtsinatﬂ'o.

Dabei sollen &2, 2°. .. die sukzessiven partiellen Ableitungen
des Q nach p sein. Der Index Null bedeutet, daB hinterher

Po cosat+%sinat fir p zu setzen ist. KEs ist also in
zweiter Anniherung

= (p, + p,)cosat + q"—':—cﬂsinat
und zu £, tritt das Glied hinzu:
(plcos at 4+ > smat) Q2,= 9.

Man erhidlt daher eine weitere Anniherung, wenn
man zu p, und g, noch die GroBen p, und q, addiert.
Dabei ist:

1 - .
—fdt aqo ;,—fdt!)j}smat[cosatf.Q’osmatdt-
- smatf.Q’ocosatdt] + %;fdtﬂ’o [cosatfdt.ﬂ'o’sinzat_

- sinatfdt.!)”sinatcosat.
Ein analoger Ausdruck folgt fir q, = f dt a o Der Wert
0
=P, +» +pg)cosat + w%smat

bildet also den dritten Grad der Anniherung. Die Inte-
&rationen reduzieren sich, wenn £ als Funktion von » und

t gegeben ist, auf Quadraturen, die aber natiirlich bald sehr
weitschweifig werden.
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§ 71. Direkte Methode der Variation der Konstanten.

Die bisher befolgte Lagrangesche Methode gewihrt
zwar manchen Einblick in den inneren Zusammenhang; doch
ist sie immerhin mehr indirekt. Wir wollen daher die im
§ 69 gewonnenen Resultate unabhingig von der dortigen
Beweisfithrung nochmals ableiten. Wir fithren sogleich die
Variabeln p» und ¢ ein, schreiben also die Bewegungs-
_gleichungen fiir das unvariierte Problem in der Form:

dl’» %E do _ % E
386) T 3t = 3p.
fiir das variierte aber in der Form:
dpy _OE do_ _9E_0%
887) t —a_Q)., dt - ap;. ap;.’

wobei T die lebendige Kraft, ¥ die Kraftfunktion des
unvariierten, ¥V 4+ 2 die des variierten Problems und
E=T+ 7 ist.

Es seien C,, G, ... C;, willkiirliche voneinander unab-
hingige Kostanten,

388) G20, =Gy k=1,2...2s,

die Integrale des unvariierten Problems also der Glei-
chungen 386), so daB

20 dgu 9E _ dgu 9B\ _
369) e S -5 58 -0

ist. Wir wollen nun die C, gleich solchen mit einer
willkiirlichen Konstanten vermehrten Funktionen der Zeit
setzen, daB 388) die Integrale des variierten Problems, also
der Gleichungen 387) werden. Aus 388) folgt zun#chst:

a0 _oqu @i dpa a%_‘i&l
390) a0 "'2(611.. dt T g di)

Solange die C konstant sind, miissen die Gleick-
ungen 388) die Integrale der Gleichungen 886) sein. Die
bei Konstanz der C aus 388) gebildeten Werte von
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O In I
i W ’ ah und 3 o
| mussen daher die Gleichungen 389) identisch erfiillen. Unter

Bericksichtigung dieses Umstandes erhilt man, wenn man

in Gleichung 390) fir % und %q-tl ihre Werte aus 387)
substitniert, was erlaubt ist, da ja die C so als Funktionen
der Zeit gewihlt werden sollen, daB die Gleichungen 887)

exfillt sind

Dafiir kann man auch schreiben:

sgy 40 =2'7‘(a¢,‘ IR g asz)=(% 2,
1

dt Ops Oaqn dgn Opa

da ja Q die ¢ nicht enthalt, daher 6 2/dg, = 0 ist. Da
L2 klein ist, konnen in der letzten Gleichung rechts fiir p
and g die fir das unvariierte Problem geltenden Funktionen
der Zeit gesetzt werden. Wir wollen nun die partiellen
Differentialquotienten 6 g, /0 p, . . . einfach mit 6 C, /0 p, . . .
bezichnen, um nicht beide Buchstaben ¢ und C mit-
Schleppen zu miissen. Daher schreiben wir auch in Glei-
chung 391) 8 G, /8 p, und 8 C,/dg, fir 6 ¢/ p, und /0 g,
Denken wir 2 durch ¢ und die C ausgedriickt, so wird

=2 =2
s _Niavea a8 _Niae sa_,
o _‘_] G ap 3 g —1—1 9C g’

daher verwandelt sich Gleichung 391) in

3 ic < 38R

9 ol 9=
?) dt —2(0*’0‘) 8C’

Wodurch die Gleichung 376) in einfachster Weise bewiesen
8t. (G, C) ist wie dort durch die Gleichung 879) gegeben.
Doch haben wir hier keinen Beweis erbracht, daB nicht
(C,, C) auBer den C auch noch die Zeit explizit enthalten
kinne. Es hat jedoch keine Schwierigkeit diesen Beweis
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ebenfalls direkt zu fithren. Seien C, = ¢@(p, ¢, 9 unc

C,=vy(p, g, 1) zwei der Integrale 388), so ist nach 37¢
die Definition von (C,, C) die folgende:

8
og _"’1__"’.1"’_'1’)
(G C,)-:Zl}(a—m dgn Oqx Opa

daher ist

d(Gs, O 2; dp d dy , dy d do _
dt Opy dt daga dgn dt Oy

_ %9 d dy 8y d aqp)
Ogy dt dps dps dt 9p, )’

da ¢ = C, ein Integral der Gleichungen 386) ist, so h.
man analog mit 389)

£
dg dg 0E d¢ aE)
¢ +214‘(3P¢ dq da p) 0.

Durch partielle Differentiation dieser identischen Gle
chungen nach p, oder g, folgt

393)

(]
) 9 O0E 8¢ O°FE
i[—% =4 %9 Y5
894) atap. 217(61:.69‘ I p + 9q: Opdps
Do GE_de 2E )
OpiOpn 0q Op; Opn0q:
8
o 6’9 OE ,6K 8¢ O*FE
i X = 7
395) Btaq,. 2(39.64( ap + 0q; Op;0aqy
2o SE_ie 2B
0pidgn 0g Op: 0groq

Anderseits folgt direkt, indem man wieder fiir dp,/d
und dg,/dt die Werte 386) substituiert:

d(dn)_ Ze | Sy 2e Xy az)
at (ap,.) tdp +2 Opndp 0 9padqi Op;

i(aw) e +2( 8¢ OE __ o9 Q)-
dt aq. ataqk - 8p¢69u 89( aq;.a% ap‘ !
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die Substitution der Werte 394) und 395) in diese Glei-
chungen liefert:

1(&)_2(8«» 3B _a_w__c'*'E)
dt\ dps - . 0q; Opidps Ops Oprd g

1(&) _2'1(6_'»_&&_6_‘»_&).
di\ dq - 0¢; Opidgrn Opi 9gadq:

Di 46y 4 (oy in-
Die Werte von 7i ( ap.) und 7i ( 3 q;.) findet man, in

dem man v mit ¢ vertauscht. Substituiert man diese vier
Werte in 898), so erhilt man rechts eine Doppelsumme, in
der sich, wie man leicht sieht, je zwei Glieder heben. Es
folgt also d(C,, C)/dt = 0, (G, C) kann die Zeit nicht explizit
enthalten.

§ 72. Einfilhrung der Hamiltonschen Konstanten.

Wir haben das Problem jetzt in der allgemeinsten
Weise gelost und in den Gleichungen 392) ganz beliebige
Integrationskonstanten eingefithrt. Diese Gleichungen ver-
einfachen sich, wie Jacobi gezeigt hat, enorm, wenn man
80lche Integrationskonstanten einfiihrt, wie man sie bei der
Illtegra.tion der Differentialgleichungen 386) des ungestorten
Problems nach der Hamiltonschen Methode erhalt.

Man hat da zuerst ein vollstindiges Integral der

amiltonschen partiellen Differentialgleichung

ow
3¢ TE=0

Zu suchen, welches s voneinander unabhingige Kon-
Stanten «,, «, ... e, enthilt, von denen keine additiv zu
W hinzukommt. Die Gleichungen

ow oW oW
396) a—a,=ﬂ1’ ??a_,'—'ﬂ""'a—.;,‘=ﬂc
sind dann Integralgleichungen der Gleichungen 386), d. h.
sie driicken die p als Funktionen der 2s willkiirlichen
Integrationskonstanten « und g so aus, daB die Glei-

chungen 386) erfiillt sind. Die « und g sind also 2s will-
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kiirliche Integrationskonstanten und da die Formeln 3%2)
von beliebigen derartigen Integrationskonstanten gelten, s
miissen sie auch von den « und S gelten. Wir konnen
diese so als Funktionen der Zeit mit additiven willkiirlichen
Konstanten bestimmen, daB die Gleichungen 396) die Inte-
grale der Gleichungen 387) sind. Dazu ist erforderlich,
daB die « und g den den Gleichungen 392) analogen
Gleichungen:

_—2(“1:’ “L) da +2( Gy lgl)a.Q

d_ﬂb —Z(ﬂm “l) do +2(ﬂk’ ﬂl)%g !

genligen. KEs ist
h=s
_ day Odum _ do, Oa

0w = (5 5= an o)
und hnliche Bedeutungen haben (a,, §) und (8,, ). Hierbei
ist jedoch jedes « oder g als Funktion der p, ¢ und von !
ausgedriickt zu denken.

Wir wollen Kiirze halber jede partielle Differentiation
von W nach &, durch den oben angehingten Index 4, jede

nach p, durch den unten angehéingten Index k¥ markieren, s0
daB z B.

397)

3 oW
aplap,aa,aa,
ist. Dann konnen wir die Gleichungen 396) so schreiben
399) wh=g,,
wogegen die ¢ aus den Gleichungen
400) Wy =g,
folgen.

Wollen wir die in 398) vorkommende GroBe 0 ¢, /0 2,
. bestimmen, so haben wir p, uud dp, wachsen zu lassem
dagegen alle iibrigen p und alle ¢ und ¢ als Konstanten am-
zusehen. Simtliche « werden sich dabei verindern. d«, S€
der Zuwachs von «, Es folgt daher aus 400)
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I Wide, + Widuy,... Wide,+ W,,dp, =0
401) Wide, + Widey... Wode, + Wy, dp, =0

Wide, + Wida,... Wide, + W,,dp, = 0.
Setzen wir
I W, Wi... W
402) A=1W§’W:---W§

| WL, W W

und bezeichnen die Unterdeterminante nach W§ mit A5,
setzen also

K a4
403) 4h=3 we’
8o folgt ans 401)
i=s
doy 1 k
o _-Aé‘w‘,,di.

Hier ist aber de, derjenige Zuwachs des «,, der entstand,
indem nur p, und dp, wuchs, wihrend die tibrigen p und
ale ¢ konstant blieben. KEs ist also die so berechnete
GroBe des,/dp, das, was in 398) mit de,/0p, bezeichnet
wurde und man hat

:
de 1 2'1 x
404) LA iA.- W’h'
“ i

Will man Oe,/dg, finden, so sind alle p und alle ¢
auBer g, konstant zu lassen. Daher folgt aus 400)

W, de,+ W, dey... W, dea,=0

Wi dey+ Wi dey... Wy de,=dg,
W)}.'.lda’ + Wz+1dll cee W;+1d8 =0.

Jaraug ergibt sich de,/dg,, also die in 398) mit e,/ g,
‘ezeichnete GroBe, gleich

05 0oy _ 1 g
) dan A:

&



286 VL § 72. Hamiltonsche Konstanten.  [Gl. 406-410.

Aus 3899) findet man, wenn alle p konstant sind
406) df, = Wtde, + Wi*de, ... Wtde,.
Wir wollen nun auch alle ¢ bis auf g, konstant, letateres
aber um dg, wachsen lassen. Die Quotienten von d g, in die
dabei entstehenden Zuwichse von df,, de,, de, ... sind
die von uns mit §8,/0q,, O¢,[04q, ... bezeichneten Grofen.
Die Division von 406) durch dg, liefert daher

36 _ Y o
407) T _gw 5o

Sind endlich alle ¢ und alle p bis auf p, konstant,
welches letztere um dp, wichst, so folgt aus 399)

df, = Widp, + DiWitde,
2
und die Division darch dp, liefert
36 _ gt o NTpudo
408) 5o = Wi +21} Wik g

Substituieren wir in

h=g

_ e Qo 0oy da;
0 e = S5 - )
die Werte 404) und 405), so folgt
h=s i=2
(@) =5 > > (44, — 84) W,
h=1 i=1

In ¢ dieser Doppelsumme ist der Koeffizient von Wi
gleich und entgegengesetzt bezeichnet, wie der von W,,. ‘
aber W, = ,,, 50 hebt sich das Glied mit ;, gegen das pai!
W,, und daher heben sich {iberhaupt je zwei Glieder d€
Doppelsumme gegenseitig und man hat also

410) (@) = 0.
‘Wir wollen nun in den Ausdruck

h=s
- = 2 00, 0f O iﬂ_r)
) == ) —h=l (31’1. Ogn Ogqx Ops
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zunichst nur fir o4
(1.3 96
dqx und Er'S Pn

| die Werte 407) und 408) substituieren. Es folgt

== Sz ma S S fn_ta o).

Im zweiten Addenden rechts ist die nach 2 genommene
Doppelsumme nichts anderes als (e, ), verschwindet also
nach 410). Im ersten Summanden substituieren wir fiir
e, [0q, den Wert 405). Nach einem bekannten Satze der
Determinantenlehre ist gemaB der Definitionen 402) und 403)

J
Sima
1

gleich Null oder gleich 4, je nachdem k gleich I oder
" davon verschieden ist. Daher ist auch

411 { @ B)=—@B,a)=—1 fir k=1,
) (@, B)=—0B,e)= 0 fir k=1.
Substituiert man endlich in

oupr= S35 35— 08 58)

die Werte 407) und 408), so erhélt man drei Glieder.
1. Die dreifs.che Summe

da; da 0o e
ik Wit % 08 C% 004

welche verschwmdet, da d1e nach %2 zu nehmende Summe
gleich (a;, @) ist. '

2. Vermdge des nach 408) auBerhalb der Summe
stehenden Gliedes von 6 f,/dp, die Doppelsumme

i=s h=s

Sl S,

i=1 h=1
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welche sich durch Substitution des Wertes 405) unter An-
wendung der soeben angewendeten Sitze iiber Determinanten
auf W* reduziert.

3. Vermdge des analogen Gliedes von & 8,/0p, die
Doppelsumme '

i=s h=s s
ik 100
- 2 W Wb G} ar !
i=1 h=1
welche sich ebenso auf — W*! reduziert. Es ist also all-
gemein
412) B B)=0.

Vermdge der Relationen 410), 411) und 412) nehmen
die Gleichungen 397) die einfache Form an:

do __0R  dfh _08
413) it — 38 At —om

§ 73. Integration des Storungsproblems durch eine der
Hamiltonschen analoge partielle Differentialgleichung.

Die Konstanten ¢ in dem vollstindigen Integral W~
der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung 294)
gind irgendwelche Funktionen der Anfangswerte p der Ko-
ordinaten. Wir konnen sie jedenfalls gleich den p selbst
getzen. Dann wird nach 292)

oW _
aph = — Q-

Die § werden also gleich den negativen q. Wir konnen
also in den Gleichungen 413) die « den p gleichsetzen.
Dann werden die § gleich den negativen q und erhalten 5
wieder die Gleichungen 374), von denen wir in der Beweis-
fuhrung des § 69 ausgingen.

Wir sahen in § 58, daB jedesmal, wenn zwischen den
2s Variabeln p,, p,, ... q, Differentialgleichungen von der
Form

dpy _ 0F dg,

¢y
dt  Oq at

Q| v
s
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bestehen, wobei E eine beliebige Funktion E(p, ¢, ¢ der
p, ¢ und der Zeit sein kann und keineswegs beziiglich der ¢
homogen und vom zweiten Grade sein muB, deren Integrale
aus einem vollstéindigen Integrale der partiellen Differential-

gleichung
ow ow
- T E(P ’ t) =0,

' Jq

welche der Hamiltonschen vollkommen analog ist, her-
geleitet werden kdnnen. Dies gilt also auch hier, da die
(leichungen 418) genau die in Rede stehende Form haben.
Die entsprechende partielle Differentialgleichung wire, wenn
wir das betreffende W mit dem Index 1 versehen:

414) H_9=0

wo in 2 die p und ¢ durch ¢ « und ﬂ anszudrlicken sind
und nachher fiir jedes B, zu setzen ist

6 o

Nehmen wir an, wir hiitten ein vollstimdlges Integral
dieser partiellen Differentialgleichung W, («,, ¢,, #) gefunden,
wobei die o, die s unabhingigen Integrationskonstanten
sind, von denen keine additiv zu W hinzukommen darf.
Dann sind durch die Gleichungen

a,,,h =

die Integrale der gewdhnlichen Differentialgleichungen 418)
gegeben. Die o und B sind die 2 s Integrationskonstanten.
Ubrigens wiirde nichts hindern, die Rolle der « und # zu
vertauschen. Dann wiirde

oW,
ar T92=0,

die partielle Differentialgleichung und die e wiren durch
0W,/08 zu ersetzen.

Man kann iibrigens in der folgenden Weise umgekehrt,
die partielle Differentialgleichung 414) direkt ableiten, und
% W, durch die frither eingefithrten Funktionen ausdriicken.

Boltsm.nn, Mechanik II. 19
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Sei W, ein vollstindiges Integral der Hamiltonschen
partiellen Differentialgleichung

W, LA _
Sttt E=57 4T+ V=0

fir das ungestorte Problem. « seien die s Konstanten des-
selben. ‘

0 W,
415) e = B,

geien die Integrale der Gleichungen 386) des ungestorten
Problems, die entsprechenden ¢ sind durch die Gleichungen

9 W,
416) 'a_p: =0q
gegeben. Es sei nun W die Wirkungsfunktion fir das
variierte Problem, also

ow
S +E+2=0,

wobei W als Funktion von #, p und deren Anfingswertep’
ausgedriickt zu denken ist. Dann ist bei konstanten p°

aw oW ow
417) =yt + E—G;pox.': —(B+ Q)dt + >, dpp

Es sollen nun in den Gleichungen 415) die « und §
gleich solchen Funktionen der Zeit gesetzt werden, daB die
daraus folgenden Werte von p die Losungen der Glei-
chungen 387) fir das gestorte Problem sind. Setzt man it
W, ebenfalls « und g gleich diesen Funktionen der Zeit,
so soll es in W, ibergehen, was keineswegs mit W iden-
tisch ist, da W, die GrdBe ist, in welche

$
[+ na
t
ibergeht, wenn man vor Ausfihrung der Integration dari®
die p und ¢ aus den Gleichungen 415) und 416) entnimm?
und dabei « und 8 konstant betrachtet und erst nach Aus-
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thrung der Integration « und @ gleich den betreffenden
unktionen der Zeit setzt, wogegen in

|13
W=f(7'+ V + Q)dt
to
e p und ¢ zwar auch den Gleichungen 415) und 416) zu

itnehmen, aber schon vor Ausfiihrung der Integration die
und f als Funktionen der Zeit zu betrachten sind. Es folgt

f f
— W, oW, oW,

aa.

d da die Gleichungen 415) und 416) bei konstanten «
id 8 genaun ebenso wie bei variabeln aussehen

AW, =—Edt+ Dg,dp,+ Dhpda,.
1 1

Subtrahiert man hiervon die Gleichung 417), so
Igt also

AW, — W)= Qdt+ Dlp,de,.
1

Bezeichnen wir nun die Differenz W, — W mit W}, so
lgt aus der letzten Gleichung:

7~ a, % =B,

Driickt man in der ersten dieser Gleichungen 2 durch ¢
od die ¢ und B aus und substituiert statt der 8 wieder
%, 50 hat man wieder die partielle Differentialgleichung,
tlche der Hamiltonschen vollkommen analog ist.

§ 74. Anwendung auf die Astronomie.

Wir haben schon in § 67 bemerkt, daB wir alle physi-
lischen Probleme ohne Ausnshme nur angenshert zu losen
‘mijgen, so daB der Fall die Regel bildet, daB groBere

19*
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Anndherungen an die Wirklichkeit nach einer Methode
gefunden werden miissen, welche dem Wesen nach mit der
eben entwickelten Storungsrechnung iibereinstimmt. Die
hochste Vollendung hat aber diese Stérungsrechnung in
der Astronomie gefunden und es sei daher hier gestattet,
die Grundprinzipien der astronomischen Stdrungstheorie
gewissermaBen als typisches Beispiel zu entwickeln.

Wir betrachten zu diesem Behufe die Sonne samt
allen Planeten und stellen uns die Aufgabe, die Storungen
zu berechnen, welche die Bahn eines derselben (wir wollen
ihn Kiirze halber den Mars nennen) durch die fibrigen
Planeten erfihrt. Wir betrachten simtliche Himmelskorper
als materielle Punkte von bestimmter Masse, welche nach
dem Newtonschen Gravitationsgesetze aufeinander wirken
Wir beziehen sie zunichst auf ein fest mit dem Fixstern-
himmel verbundenes Koordinatensystem. Sei m, die Sonnen-
masse, &,, 7,, {, ihre rechtwinkligen Koordinaten zu einer
bestimmten Zeit . Dieselben GroBen sollen zur selben
Zeit fiir den Mars die Werte m, &, 7, &, fir die anderen
Planeten m,, §,, n,, &, my, & 75 &5 - - - my, &, 7, &, haben
Ferner sei r,, die Entfernung der Masse mit dem Index b
und der mit dem Index %4 und x» die Gravitationskonstante.

Dann kénnen die Bewegungsglexchungen in der Form
geschrieben werden

n
a2 g, (Ex.— §)m
ag =—x 2 ')’k

80

Dabei wurde mit m, wegdividiert. Dem % kann jeder der
Werte s, 0, 1, 2...n erteilt werden und ebenso ist dl"
Summe so zu verstehen, daB dem % die Werte 5, 0, 1, 2..
zu erteilen sind. Das Glied, fiir welches % = & ist, ist a"‘
der Summe wegzulassen. Analoge Gleichungen gelten fUr
die y- und z-Achse.

Wir setzen nun
&=z, m—n,=u G—0 =2

en=Vei+vi+2=r,,
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so daB g, die Entfernung des Planeten mit der Masse m,
von der Sonne ist und

= Vo — ) + o — w)® + (5, — 2)°
wird. Dann lautet die auf die z-Achse beziigliche Be-
wegungsgleichung fir die Sonne

d‘ E, x ﬂlo 2 my Zg
- mn Lo

die entsprechende Gleichung fiir den Mars aber lautet

BE __ xmy S ] (@ = )

ds Q: 78

Die Subtraktion der beiden letzten Gleichungen liefert

&z, x (m, +m.)z,__ N % — %)
¥ Rl o% "Z"‘m"(e£+ o )

Analoge Gleichungen gelten fiir die y- und z-Richtung.
Wir werden im folgenden den Index Null weglassen, die
tibrigen Indizes aber unverindert beibehalten, so daB die
letzte Gleichung sich so schreibt
T — %
)

d*z (m, + m z T
g Pz —o—.———xg;m,‘(a
mit zwei analogen, fir die y- und 2-Richtung.

Hier sind z, y, # die Koordinaten des Planeten, dessen
Stérung wir bestimmen wollen beziiglich eines Koordinaten-
Systems OX, OY, OZ, dessen Koordinatenachsen fixe
Richtungen im Raume (gegen den Fixsternhimmel) haben,
dessen Ursprung aber immer im Sonnenmittelpunkte lLiegt.
Die zeitlichen Anderungen von z, v, z bestimmen also die
Bewegung des Mars relativ™ agegen die Sonne, also jene Be-
Wegung, welche gerade der Beobachtung zuganglich ist.
% Y %, sind die Koordinaten irgend eines anderen Planeten
Telativ gegen das Koordinatensystem OX, OY, O %, also
relativ gegen die Somne,
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Yy

ist die Entfernung des Mars von der Sonne,

n=Ve—al +O— 8+ G-z

die von jenem anderen Planeten,

0, = Vi + yi + %
die jenes anderen Planeten von der Sonne.

Es stellt nun das erste Glied der rechten Seite der
Gleichung 418) die ungestérte Bewegung des Mars relativ
gegen die Sonne dar, welche genau so erfolgt, wie seine
absolute Bewegung im Raume erfolgen wiirde, wenn die
Sonne ein im Raume fixer Zentralkorper von der Masse
m,+m wire; die iibrigen Glieder aber stellen die Storungen
durch die anderen Planeten dar. Alle betreffenden Krifte
haben eine Kraftfunktion. Setzt man nimlich

n
419) V=—20tm o (w_i),
) ¢ * - " ] "
so kann die Gleichung 415) so geschrieben werden:
Pz 3V _ 3R  ay_ ¥V _aR

df " " 8z 8z’ a8t~ 8y oy’
419a) Px oV 98
det ~ ~ 8z 0x

Es ist also V die Kraftfunktion bei der ungestérten Be-
wegung, 2 die der storenden Kriifte. Wir haben daher
folgende beiden Aufgaben zu lésen: 1. Wir haben die un-
gestorte Bewegung mittels der Hamiltonschen partiellen
Differentialgleichung zu bestimmen, wobei wir sechs Inte-
grationskonstanten e, «,, @, B, f,, f; erhalten. 2. Wir
haben statt dieser Konstanten mittels der Gleichungen 413)
solche Funktionen der Zeit einzufithren, daB die gestorte
Bewegung dargestellt wird.

§ 75. Hamilton-Jacobische Methode der Losung des Zwel’
Korperproblems.

Die erste Aufgabe fillt sachlich zusammen mit de’
Bestimmung der elliptischen Bahn eines Planeten um d3*
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: Sonne, welche wir schon im I. Teile § 21 ausgefithrt haben.
Vir miissen also hier diese Aufgabe ein zweites Mal nach
einer ganz verschiedenen Methode ldsen.

Wir bestimmen die Lage des in Betracht kommenden
Planeten M (des Mars) im Raume in folgender Weise. Wir
denken uns die Sonne S im Mittelpunkte des kugelférmigen
Himmelsgewdlbes und die Ekliptik als gréBten Kreis des
letsteren. DaB die Lage dieses groBten Kreises so gewihlt
wird, daB die (natiirlich ebenfalls gestdrte) Erdbahn zu einer
gewissen Zeit in seine Ebene fallt, ist filr unsere Rechnungen
unwesentlich. Nur daB alle Planeten sich nicht allzu weit
von dieser Ebene entfernen, wird benutzt. Der groBte Kreis
der Himmelskugel, welcher durch den Pol der Ekliptik und
den Planeten M geht, treffe die Ekliptik im Punkte N.
Der Winkelabstand dieses Punktes vom Friihlingspunkte
(lie Linge des Planeten) heiBe ¢, der Winkel M SN (die
Breite des Planeten) heiBe & (vergl. Fig. 10 S.298). Dann sind
¢,%und ¢ gewohnliche Polarkoordinaten. Die Formeln 419a)
zeigen, daB die Bewegung des Mars relativ gegen die
Somne genam so vor sich geht, wie dessen absolute im
Raume geschihe, wenn seine Masse gleich eins wire und
Vresp. 2 die Kraftfunktionen fiir die ungestérte Bewegung
resp, die der storenden Krifte wiaren. Es geniigt daher das
letztere Problem zu losen. Fiir dasselbe wire die leben-
dige Kraft

T= -} [9'8 + Q’ ¥ 4+ ()2(3082 g (p’z]
(gl. § 11, wo r fir ¢ und 90° — & fiir ¥ geschrieben ist).
Daraus ergibt sich

oT ’ oT , orT ’
q]=ae,=<), q2=a‘9,=080‘, q3=a¢,=0200520¢,
daher

T=[o+ %+ 58]

¢? cos?® &

Setzt man x(m, + m) = 4, so wird also
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Die Hamiltonsche partielle Dlﬁ'erentlalglelchung — +E-
lautet also, wenn man fir ¥ den Wert 7 — ? nnd darin

ﬂir QU Qz: % dle AuSdruCke %’ 6627 d aW substi-
tmert, wie folgt:

Gt +1(57 )+ 5 (55) + paws(ag) |- o

Ein vollstindiges Integrale dieser particllen Differentieal-
gleichung finden wir folgendermaBen: Wir setzen

W=et+ea,¢+ P+ 6,

wobei P nur Funktion von ¢, ® nur Funktion von & sesdn
soll. Dadurch nimmt die partielle Differentialgleichung Gl i¢
Gestalt an:

1 (d® a} i
“1+‘}(dq) (d&) t igerns ¢ =0
welcher geniigt wird, wenn man setzt

PR SO I P
d9) ~ 737 cos'd’ de) = e 17 gr’

Bezeichnet man mit &, und ¢, die unteren Integrations-
grenzen, welche wir nach Belieben wahlen konnen, so0
wird also

[4
d
—f”]/ g P= Ve —2mo—al
[}

L4 -
W=wlt+w,¢p+fdt9'l/“:_eo:§#+
%

420)

[
de 3
+e[ey219_2alg —al.

Die drei Integrale der Bewegungsgleichungen

ow ow ow
a—al—ﬂv Ern =B Ern —ﬂs
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wandeln sich daher in:

e
d
1 =t—f ete
) ﬂl : V2i ¢ — 2a, ¢* — a}

o
2 fy=0— “2f 49
cos’31/ a} —

3) ﬂs—“afm fV2le—2a1?—“a.

8 dem zweiten folgt

dd

a?
coa’&] / al - cTs’Ln;

daher @, = a;, so ist ¢ immer gleich Null und die
bn des Planeten fillt genau in die Ekliptik. In allen
deren Fallen muB ¢, < ¢, sein. Nun bewegen sich aber
e Planeten in Bahnen, die der Ekliptik nahe liegen, um
: Sonne. KEs wichst also ¢ fortwihrend, & dagegen
wankt zwischen einem positiven und negativen Werte,
0, da der Grenzwert yon & nur eintreten kann, wenn
» Wurzel der Formel 424) verschwindet, zwischen dem
sinsten positiven und den dem Zahlenwerte nach kleinsten
gativen Winkel, dessen Kosinus gleich «, /ey ist. Dieser
inkel ist aber der Winkel vy zwischen der Bahnebene des
aneten und der Ekliptik. Es ist also

5) Co8 Y = P
8
nimmt jedenfalls auch den Wert Null an, wir kiénnen
her 3, = 0 setzen.
Aus Formel 421) erhalten wir
‘ ‘;‘; —}/219 — 2¢q, 02—},
ir das Perihel und Aphel verschwindet d o [d¢. Ist also g,
3 Perihel-, g, die Apheldistanz des Planeten (Mars) von
T Sonne, so sind diese GroBen die Wurzeln der Gleichung

1) d¢%az




298 VL § 15. Zweik3drperproblem. [G1. 426.

Es ist also

'y 2
oate=. eo=gz,

o, soll zugleich in den Integralen 420) bis 423) als untere
Grenze fir o gewahlt werden. Wenn wir dann mit z eine
der Zeiten bezeichnen, wann der Planet (Mars) das Perihel
passiert, folgt aus Gleichung 421)

426) g=r

Ist nun a die groBe, b die kleine Halbachse der Bahn-
. Va®— b ,. . . res s .

ellipse des Mars, ¢ = —a die Exzentrizitat dieser Ellipse,

so folgt
0,=a(l—e), g;=a(l+e), ¢ +0;=28, 0,03=0%1—¢%),

daher
i .
@=5., @=Yia(l—e)=Vip,

wobei p der Parameter, die zum Brennpunkte gehorige
Ordinate der Bahnellipse ist.

Wir wollen uns nun in Fig. 10 die Lage der ver-
schiedenen Punkte auf der Himmelskugel versinnlichen.
z XY sei die Ekliptik, X dex

Friihlingspunkt, Z der Pol deyx
Ekliptik, K der aufsteigende
Knoten der Marsbahn, P das
Perihel des Mars, M der Punkt,
r wo sich der Mars zu irgend
einer Zeit ¢ befindet. Dann sind
> <XSN=¢ und MSN=1=%
die Polarkoordinaten des Mars ¥
Y zur Zeit {, = MK N = v ist die
Fig. 10. Neigung der Marsbahn gegen die
Ekliptik, < XSK =0 ist die Lange des aufsteigenden
Knotens der Marsbahn.

Bezeichnen wir den Winkel K S M mit 5, so folgt aus

dem rechtwinkligen sphirischen Dreiecke M K N
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427) gin & = sinysiny

und wir kdnnen, da y konstant ist, in dem ersten Integrale
der Gleichung 423) 7 statt & als Integrationsvariable ein-

fihren. Da cosy = ¢, /e; war und wir &, =0 wihlten,
so wird dieses Integral

d9 _
g ——T =17
o} - cos?* Y
0

und die Gleichung 423) geht iiber in

e

- — do ,
128) By=m “’feme—zale’-—aﬁ

&
Da man fiir den aufsteigenden Knoten K hat & = 0,

8o folgt ans 422)

B = 6
und aus 428) folgt

ﬂs = 1p,
wobei np der dem Perihel der Marsbahn zugehdrige Wert
des 4 ist. In der Astronomie nennt man die Summe 6 + 7p
die Linge & des Perihels der Marsbahn, den Winkel M S P
die wahre Anomalie y des Mars zur Zeit ¢, 7+ 0 =& + ¥

seine in der Bahn gemessene Linge, ¢ aber seine in der
Ekliptik gemessene Lange. Es ist also

Bs=np=0—10
x=71+0—&=1n—19p.

Zwischen den sechs Integrationskonstanten

429) o e Y00
und
430) 0y Oy Cg, ﬂv ﬂa’ ﬂs

bestehen also die Gleichungen:

a1=21—a, o, = cosyYAa(l — é?), ¢3=]/la(l—e’ =V2p.
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431) =7 f=0, fy=06-0

2
20, @} cosw___.g_,_‘

i
a~2—;" ¢l =1 FEI o

Die beiden Konstanten 6 und 4 bestimmen die La
der Bahnebene jedes beliebigen Planeten, & bestimmt. da:
die Richtung nach dem Perihel, = die Durchgangszeit dur:
das Perihel.

Wie man dann mittels a, e den wirklichen Ort d
Planeten im Raume zu jeder Zeit finden kann, sahen w
schon im I. Teile § 21. Man fithrt die mittlere Anomal
ein, indem man in Gleichung 421) setzt

432) 0 =a(l —ecosu)
Die Integration liefert
433) V%(t—t)=u—esinu.

Ist ¢ gegeben, so wird zun#chst aus dieser Gleichung d
dazu gehorige » bestimmt; Gleichung 432) liefert dann
Die Einfithrung des Wertes 432) in 427) und Ausfihrm
der Integration aber liefert:

x=n+0-0=2aetg()/ 1 te ).

Aus dem Werte von 5 aber findet man & mittels d
Gleichung 427), wihrend das sphirische Dreieck M XN d
Fig. 10 liefert:

tg(p — 6) = cosyigy.
Es sind also simtliche Polarkoordinaten g, &, ¢ ur
daher auch die rechtwinkligen z, y, # als Funktionen v

t,a,e, ¥, 7,0 und &, daher vermioge der Gleichungen 43
auch als Funktionen von ¢, @, @,, ey, 3, 8,, f; gefunde

§ 76. @leichungen fiir die Stérung der Bahn eines
Planeten durch die fibrigen.

In erster Annéherung geschieht nun die Bewegung d
Mars in der Nihe einer gegebenen Zeit ¢ in einer elliptische
Bahn mit gewissen Werten der Konstanten 429), daher auc
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der Konstanten 430). Die Stérungen kann man so auf-
fassen, als ob die Werte dieser Konstanten langsam geindert
wiirden und es liefern die Gleichungen 413):

da, 82 day a2 doy _ 082

T 98’ At~ T8k’ dt — "9k’
ab 8 df . 8L  df _ 4R
= %«q’ dt = 8e’ dt - Gay

Nun folgt aus den Gleichungen 431):

60_ o8 982 _3R00 2 szaa_a_g e
38~ b:’' 0B 9005 T 95 98 96 T a4’

08 _ 08
3 0o’
da A doy 247 082
di =" %1 dt - 1 8t’
de _of doy 20} dey p 02 1,/p 38R
di " e dt  Me dt de 0t ' ael 1 da’
dy_ _1_(38,098) o o8
dt oy siny \ 00 0o e} 00
1 R CE)
= - 1 — cos =
V).psintp[ao +( ¥) 9]’
ferner ist
9% _0R 3a 3R 8e IR by _
Oa, da do, ' de 3o v de,
-+ 382 o 9R 209 _ p 88
T 2¢? da  A'e de 2 da ek de
Analog folgt
89 __ 1 08 0R__ 1 /708 ctydf
8q = Vipsinydy 8o ee |/ 7 e " yap ov’
daher
g: ___247988 p 08
T i da  ei1 de’
0 __ 1 8@
dt ]/p,m,,,aw
46 df | 4B, 1, ydR _1./pag

F= At tar T Ty 82ay w1 e
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Hiermit sind simtliche Stdrungsformeln berechnet. In
der Astronomie bezeichnet man gewdhnlich den Faktor von
t — t in Gleichung 483) mit » und fithrt statt 2 die Kon-
stante n mittels der Gleichung A = n}a® ein.

Berechnet man nur die Stérungsglieder erster Ordnung
8o addieren sich die von den verschiedenen Himmelskdrpetn
bewirkten Stérungen. Um die Storung des Mars durch
einen anderen Planeten (den Jupiter) zu berechnen, braucht
man im Ausdrucke 419) fir 2 nur ein Glied beizubehalten,
hat also
O_rmEn tysh +5%) xm

Val + 91 +41° Ve-z) +w-u)'+ G-

Hier sind sowohl die Koordinaten z, y, z des Mars, als
auch die Koordinaten #,, y,, x, des Jupiter in der frither
auseinandergesetzten Weise durch ¢ und die Werte der
GroBen 429) auszudriicken, welche fiir den betreffenden
Planeten gelten. Bei der partiellen Differentiation nach
den fir den Mars geltenden GroBen 429) ist ¢ als konstant
snzusehen. Die fiir den Jupiter geltenden Werte der
GroBen 429) sind bei Berechnung der Glieder erster Ord-
nung itberhaupt als konstant zu betrachten, so daB £ bloB
als Funktion von ¢ und den fiir den Mars geltenden
GroBen 429) ausgedriickt erscheint. Erst bei Berechnung
der Stérungsglieder hoherer Ordnung miiBte auch beriick-
sichtigt werden, daB sich die Jupiterbahn, wihrend derselbe
storend wirkt, selbst ebenfalls langsam i#ndert.

VII. Gleichungen fiir die relative Bewegung.

§ 77. Absolute und relative Bewegung.

Wir konnen bloB die Abstinde der Teile der ver-
schiedenen Korper voneinander, also bloB deren relative
Lage bestimmen. Es gibt keine Erfahrung, in der sich ein
absoluter Raum bemerkbar machen wiirde. Trotzdem haben

=

e -
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gleichungen verindern, wenn wir zu den verschiedenen
Zeiten Coordinatensysteme zugrunde legen, welche diesen
Bedingungen nicht geniigen, ist offenbar von hohem theore-
tischen Interesse.

Sie ist aber auch von praktischem Werte; denn wir
beobachten stets nur die Relativbewegung eines materiellen
Systems gegen ein zweites, welches nahezu unverinderlich
ist oder wenigstens als unverinderlich angesehen wird. So
beobachten wir die Bewegung des Planetensystems relativ
gegen den Fixsternhimmel, die irdischer Korper relativ gegen
die Erde oder irgend welche fix mit ihr verbundene Ob-
jekte. Bei gewissen Experimenten beobachten wir auch dis
Bewegung von Fliissigkeiten oder sonstigen Gegenstinden
relativ gegen ein absichtlich in Rotation versetztes Gefif
oder Gehiuse. Die in einem bewegten Wagen oder Schiffe
befindlichen Personen kiénnen die Bewegung ihrer Korper
und anderer Gegenstiinde relativ gegen den Wagen oder das
Schiff beobachten usw.

In allen diesen Fillen handelt es sich fiir uns lediglich
um die relative Bewegung des ersten Systems gegen das
zweite oder ein mit dem zweiten fix verbundenes Koordi-
natensystem. Letzteres hat in allen Fillen bis auf den
ersten sicher nicht die Eigenschaften eines tanglichen Be-
zugssystems. Die Natur der Fixsterne ist uns viel zu unbe-
kannt und der Fixsternhimmel selbst ein viel zu unhestimmter
Begriff, als daB man mit Sicherheit entscheiden konnte, ob
ein mit ihm fix verbundenes Koordinatensystem ein taug-
liches Bezugssystem wire; aber Eigenbewegungen von Fix-
sternen sind bereits konstatiert und jedenfalls ist es auch
da von Wichtigkeit zu wissen, was fiir einen EinfluB es
auf die Bewegungsgleichungen des Planetensystems hiitts,
wenn das zugrunde gelegte Koordinatensystem kein taug-
liches Bezugssystem wire.

Wenn die Bewegung eines Korpersystems relativ gegen
ein zweites berechnet werden soll und die Bewegung des
zweiten Systems relativ gegen ein taugliches Bezugssystem
bekannt ist, so kénnte man in jedem speziellen Falle so
verfahren: man konnte zuerst die Bewegung des ersten
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welches wir das zweite genannt haben, jedenfalls so be—

schaffen sein, daB a, b, ¢ kontinuierliche Funktionen der Zei #&
sind, welche endliche erste und zweite Differentialquotienter—m
haben. Dies soll also angenommen werden, da die entgegen—
gesetzte Annahme keine physikalische Bedeutung hitte. Die=
Bewegung des zweiten Systems soll uns ferner gegeben seim .
Es sollen also a, b, ¢ bekannte Funktionen der Zeit sein.

Wir bezeichnen mit 2, y,, 2, die auf das tanglichwme
Bezugssystem bezogenen Koordinaten irgend eines materielle—wmn
Punktes m des ersten Systems, dessen Bewegung berechne==st
werden soll, wihrend die des zweiten Systems und dahe=sr
auch die der beweglichen Koordinatenachsen als gegebe= n
vorausgesetzt wird.

Vermoge der Definition eines tauglichen Bezugssyster—ms
gelten fir =, y,, », die gewdohnlichen Gleichungen deer
Mechanik

a* ar a?
Ga =% mg =Y, mGE=2,

434) m
wobei X, Y, Z die Komponenten der auf m wirkenden G- <-
samtkraft in den drei Koordinatenrichtungen sind.

Diese drei Gleichungen wiirden uns die Bewegung d =8
materiellen Punktes m relativ gegen das taugliche Bezuge—?"
" system bestimmen. Wir suchen aber nicht diese, sondemsssn
die Bewegung relativ gegen das bewegliche Koordinate—1-
system, also die Gleichungen fiir die Ver#inderungen d_ -<€r
Koordinaten z, y, », welche dem Massenpunkte m zukomme=s=1,
wenn wir ihn auf das bewegliche Koordinatensystem beziehe==n.

Da die Achsen beider Koordinatensysteme immm eér
parallel bleiben und die Koordinaten des Ursprungs il es
beweglichen Koordinatensystems beziiglich des tanglich «n
Bezugssystems a, b, ¢ sind, so ist

oy =x4+a, Yy =y+b, 2z =z4c.

Substituiert man dies in die Gleichungen 434), so er-
halt man

-
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d*z d*a
™ =X mam

- dly ard
D) mﬁ= Y—de)
d"x dic
mgg =Z—mgE

Dies sind die gewiinschten Gleichungen, welche uns
. Anderung der Koordinaten =z, y, % eines belichigen
ssenpunktes m des fraglichen materiellen Systems, dessen
ative Bewegung wir finden wollen und welches wir das
te System nannten, beziiglich des beweglichen mit dem
eiten System fix verbundenen Koordinatensystems angeben.

Die Bewegung des ersten Systems relativ gegen das
vegliche Koordinatensystem geschieht also genau so, als
letzteres ein tangliches Bezugssystem wiire und auf jedes
issenteilchen m auBer den Kriften X, Y, Z, welche in der
t darauf wirken, noch die drei Krifte — md?a/de?,
md?b[dt?, —md?®c[dt? in den drei Koordinatenrichtungen
sken wiirden. ‘

Dadurch haben wir die neue Aufgabe auf eine schon
kannte zuriickgefithrt. Wir haben die Rechnung ganz so
szufithren, als ob das bewegliche Koordinatensystem ein
1gliches Bezugssystem wire; nur miissen wir den in der
t wirkenden Kriften noch diese neuen Krifte hinzufiigen,
rch deren Hinzufiigung sich dann die Bewegungsgleichungen
f die alte uns schon gewohnte Form reduzieren; des-
lb nennen wir diese hinzuzufiigenden Kriifte die Reduk-
nskrafte.

Sei umgekehrt die Bewegung des ersten Systems relativ
gen das bewegliche Koordinatensystem gegeben und seien

d'a ab
X =X—m—_m> T = Y—m—s

die
Z =7~ m

e Krifte, welche dieselbe Bewegung relativ gegen ein
ugliches Bezugssystem erzeugen wiirden, so sind
20*
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¢
X=X +m T2, Y=Y +mTL,
Z=2+m s

die Kriifte, welche die Bewegung relativ gegen das in der
vorgeschriebenen Weise bewegte Koordinatensystem erzeugen.
Wir miissen daher den Kriften X, Y, Z,, welche diese
Bewegung relativ gegen ein taugliches Bezngssystem erzeugen

wiirden, noch die Kriifte m d';:, m Z': hinzuﬂigen,

um das System auBerdem noch so zu ﬁihren , daB es die-
selbe Bewegung relativ gegen das in der vorgeschriebenen
Weise bewegte Koordinatensystem ausfithrt, weshalb wir die
letzteren hinzuzufiigenden Kriifte die Fiihrungskrifte nennen
wollen.

Es bestitigt sich neuerdings, daB die Reduktionskrifte
nur gleich Null sind, d. h. daB die alte Form der Bewegungs-
gleichungen ohne Hinzufiigung neuer Krifte nur dann er-
halten bleibt, wenn die Bewegung des zweiten Koordinaten-
gystems relativ gegen das erste eine geradlinige und gleich-
férmige ist.

Wenn jede Masse jedes der beiden Systeme eine gleich-
gerichtete, der Masse proportionale Kraft wirken wiirde, so
wiirde dadurch die Relativbewegung beider Systeme gar
nicht geidndert. Derartige Krifte wiren also fiir denjenigen,
der nur jene beiden Systeme wahrnimmt, nicht bemerkbar.
GrioBe und Richtung der auf die Masseneinheit wirkenden
Kraft konnten dabei natiirlich noch beliebig mit der Zeit
verinderlich sein.

§ 79. Beispiele.

Als Beispiel fir die Reduktionskrifte betrachten wir
einen Eisenbahnwagen, welcher in der Richtung der Abszissen-
achse fihrt. Irgend ein bestimmter Punkt desselben habe
zur Zeit ¢ die Abszisse a. An der Decke sei eine Hiinge-
lampe befestigt, auf einem fest mit dem Wagen verbundenen
Tischchen stehe ein Glas, das eine Fliissigkeit enthilt. So-
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wicht unverindert bleibt, die aufwiirts ziehende Spannung
des Fadens abnehmen. Bewegt sich dagegen die Hand
verzdgert nach abwirts oder beschleunigt nach aufwirts, so
mub die Spannung des Fadens wachsen, so daB dieser bei
raschem Anhalten einer Abwirtsbewegung oder raschem
Beginn einer schnellen Aufwirtshewegung der Hand reiBen
kann, selbst wenn seine Festigkeit erheblich gréBer, als dss
Gewicht der angehingten Last ist.

§ 80. Zweiter Spezialfall. Das Koordinatensystem ist in
Drehung begriffen.

Wir wollen nun den Spezialfall betrachten, daf das
System, welches wir als das zweite bezeichnet haben, keine
andere Bewegung hat, als daB es sich um eine in einem
tauglichen Bezugssysteme fixe Achse relativ gegen dieses dreht.

Wir wihlen die Drehungsachse OZ = O Z, zur Z-Achse.
O X, und OY, seien zwei beliebige andere aufeinander und
auf O Z = O Z, senkrechte Koordinatenachsen, deren Lage
gegen das taugliche Bezugssystem unverindert bleibe, 80
daB die Koordinatenachsen 0 X, 0Y,, O Z selbst ein taug-
liches Bezugssystem bilden, da sie mit einem solchen fix
verbunden sind.

Dagegen seien OX, O Y zwei andere aufeinander und
auf O Z senkrechte, ebenfalls durch den Punkt O gehende
Koordinatenachsen, welche zu irgend einer Zeit (dem Zeit-
anfange) mit O X,, OY, zusammenfielen, aber immer mit
dem zweiten Systeme fest verbunden mit rotieren, so dab
der Winkel X, 0X gleich demjenigen Winkel w ist, um welchen
sich das zweite System zur betreffenden Zeit relativ gegen ein
taugliches Bezugssystem im positiven Sinne gedreht hat. Der-
selbe soll eine gegebene Funktion der Zeit sein, welche einen
endlichen ersten und zweiten Differentialquotienten hat, wo-
durch die Bewegung des zweiten Systems vollstindig ge-
geben ist.

Wir suchen die Relativbewegung irgend eines anderen
Massensystems (des ersten) gegen das zweite, also gegen die
Achsen OX, 0Y, OZ Wir haben also die Aufgabe, di®
Verinderungen der Koordinaten z, y, z eines beliebigen
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Massenteilchens m des ersten Systems bezogen auf dieses
Koordinatensystem zu finden. Wir konnten diese Aufgabe
‘olgendermaBen 1dsen.

Seien z,, y,, » die Koordinaten desselben Massen-
teilchens beziiglich des Koordinatensystems 0 X,, 0Y,, 07
und X;, Y;, Z, die Komponenten der gesamten auf m
wirkenden Krifte in den Richtungen 0X,, 07, 0Z;
dann ist, da die letzteren Achsen ein taugliches Bezugs-
system bilden

2
36) mZa_x, mZU

Da ferner w der Winkel der beiden z-Achsen ist, so

bhat man

@
=Y1, de—_-Zl'

x, = xcosw — ysinw,
437) Y, =zsinw 4 ycosw,

xl =2%.
Da w als Funktion von ¢ gegeben ist, kann man daraus
die zweiten Differentialquotienten von z,, y,, z, nach der
Zeit berechnen. Substituiert man sie in die Gleichungen 436),
so ergeben sich daraus nach passenden Reduktionen die
Gleichungen fiir die zweiten Differentialquotienten von
z, y, » nach der Zeit, welche man sucht.

Doch ist dies Verfahren, wenn man es nicht durch
Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen abkiirzt, wovon
spiter die Rede sein soll, etwas umstéindlich. Kiirzer gelangt
man zum Ziele, wenn man Semipolarkoordinaten einfiihrt.

Sei r der senkrechte Abstand des Massenteilchens m
von der z-Achse und seien ¢ und ¢, die Winkel, welche
r mit den beiden positiven Abszissenachsen O X und O X;
einschlieBt. Dann sind 7, ¢, und » gewdhnliche Semipolar-
koordinaten zur Bestimmung der Lage beziiglich eines taug-
lichen Bezugssystems. Wenn wir daher die Richtung der
positiven z-Achse kurz als die z-Richtung, die Richtung der
Verlingerung von r, welches wir uns immer von der x-Achse
gegen die Masse m hingezogen denken, als die Richtung
von r, und die auf beiden senkrechte in dem Sinne, in dem
sich m bei wachsenden ¢ und &, bewegt, gezogene Richtung



312 VIL §81. Physikalische Interpretation. [GH. 488. 439.

als die Richtung von ¢, und mit Z, R und © die Kompo-
nenten der auf m wirkenden Gesamtkraft in diesen drei
Richtungen bezeichnen, so hat man nach § 11

dar a9\ _
"‘W-””(—ﬁ)—R’
. B dd, dr _
@z
mﬁ—-Z.

Aus diesen Gleichungen, welche uns die absolute Be-
wegung der Masse m, d. h. deren Bewegung bezogen auf ein
taugliches Bezugssystem geben, finden wir sofort die gesuchte
Relativhewegung, wenn wir statt ¢, den Polarwinkel ¢ mit
der beweglichen Achse OX einfithren, da ja » und x von
der Drehung nicht affiziert werden. Da wir den Winkel
der beiden Abszissenachsen zur Zeit ¢ mit w bezeichnet
haben, so ist, wenn wir die Winkelgeschwindigkeit dw/dt
des zweiten Koordinatensystems relativ gegen das taugliche
Bezugssystem mit- @ bezeichnen

as, _ds 29, _ &9 do
Tt = ar T as —as tae
Substituiert man dies in die Gleichungen 438), so folgt:

& a8\ _ 2 ds
ma-—i,——mr(ﬁ) =R+mre +2mrm§7,

a9 dd dr do dr
439) mrdt, +2mWw—@—mTW—2me’
@3z
maw = Z

§ 81. Interpretation der gefundenen Gleichungen.

Die Gleichungen fiir die Verinderung von r, ¢ und %
gind hiermit wieder genaun in die Form der Gleichungen 438)
gebracht. Die Bewegung relativ gegen das sich drehende
Koordinatensystem geschieht also wieder genau so, als ob
dasselbe fix (d. h. ein taugliches Bezugssystem) wiire und
auf irgend einen materiellen Punkt m auBer den Kriften,
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die Form der Gleichungen 438) haben, d. h. damit die Be-
wegung genau so geschieht, als ob die Achsen OX, 07,
O Z ein taugliches Bezugssystem wiren.

Diese beiden Kriifte, deren Hinzufiigung noch notwendig
ist, sind: 1. Die Kraft R =2mwrd/d¢t in der Rich-
tung . 2. Die Kraft @=— 2mwdr/dt in der Richtung
von . Wir haben also noch nachzuweisen, daB die
Coriolissche Kraft K; in der Tat die resultierende dieser
beiden Krifte ist. Dies geschieht so: dr/dt, rd 3 /d¢ wd
dx[d¢ sind die drei Komponenten der Geschwindigkeiten ¢
in den drei Richtungen », 9 und z Die beiden ersten
dieser GroBen sind daher die Projektionen der mit p be-
zeichneten Geschwindigkeitskomponente in den Richtungen

r und &, so daB man hat:

dr a9 X
d—-pcos(p,r), ra-t—=psm(p, 7).

Daher ist:
440 { R'=2mopsin(p, r) = 2m o p cos [(p, r) — 90,
) @'=2mopcos(p, r) = 2m e p sin [K(p, r) — 90°],

R und @ sind also in der Tat die Komponenten einexr
einzigen Kraft von der Intensitit K, =2m wp, deren Rich-
tung um 90° gegen die Richtung von p in dem der Drehung
des Bezugskorpers entgegengesetzten Sinne gedreht ist, also
m dem Sinne, in welchemr man die positive y-Achse anf
kitrzestem Wege in die Richtung der positiven z-Achse
drehen kann.

Wenn umgekehrt gewisse Kriifte R, ©, eine bestimmte®
Bewegung beziiglich eines tauglichen Bezugssystems hervor-
bringen, so miissen ihnen noch die Krifte — K, — K, und
— K, zugefiigt werden; um dieselbe Bewegung relativ gegen
ein sich mit der verinderlichen Winkelgeschwindigkeit o?
drehendes Koordinatensystem zu erzeugen, — K, , — K,, und
— K, sind also die Fiuhrungskrifte, welche den zur Er-
zeugung einer gewissen Bewegung beziiglich eines ruhendem
Koordinatensystems erforderlichen Kriften noch hinzugefiigh
werden milssen, um jede Masse so zu fiihren, daB sie die~
selbe Bewegung relativ gegen ein sich drehendes Koordi~
natensystem macht.




Gl. 440.] VIL §82. Weitere Spezialisierung. 315

§ 82. Weitere Spezialisierung.

Wir konnen auf das erste materielle System gewisse
inBere Krifte wirkend denken, und nun die Krafte, welche
das zweite System auf das erste ausiiben miiBte, wenn das
zweite ruhte, mit denjenigen vergleichen, welche es auf das
erste ausiiben muB, wenn sich das zweite in gegebener
Weise bewegt, wobei in beiden Fillen dieselbe gegebene
Belativbewegung angenommen wird. Die Krifte, welche im
zweiten Falle dazu kommen miissen, sind die Fiihrungskrifte.

‘Wenn sich das bewegliche Koordinatensystem gleich-
formig dreht und jedes Massenteilchen des ersten Systems
relativ. gegen dasselbe ruht, so verschwinden K, und K.
Dann muB also das zweite System auf das erste, um die
relative Ruhe zu erhalten, genau dieselben Krifte ausiiben,
als ob bei gleichen #uBeren Kriften beide ruhen wiirden,
aber auf jedes Massenteilchen des ersten Systems noch die
Zentrifugalkraft K, wirken wiirde, welche also in diesem
Falle die einzige Zusatzkraft ist.

Auf jedes Massenteilchen des ersten Systems muB auBer
den Kriften, welche bei Ruhe beider Systeme das Gleich-
gewicht herhalten wiirden, noch eine der Zentrifugalkraft
entgegengesetzte Kraft, die Zentripetalkraft, wirken, welche
also die Fihrungskraft ist, die jedes Massenteilchen des
orsten Systems in dem Kreise herumfiihrt, den es bei der
Drehung beschreibt.

Sobald die Drehung des zweiten Systems beschleunigt
oder verzogert ist, tritt zur Zentripetalkraft noch die der
tangentialen Reduktionskraft K, entgegengesetzte Kraft hinzu,
von der im fibrigen das Gleiche gilt wie von der Zentri-
petalkraft. Doch reichen auch diese beiden Krifte noch
nicht aus, sobald das erste System eine Bewegung relativ
gegen das zweite macht. Dann tritt auch noch die der
Coriolisschen Kraft K, entgegengesetzte auf Will man
den fiir die Relativbewegung des ersten Systems gegen das
bewegliche Koordinatensystem geltenden Gleichungen die-
selbe Form geben, als ob dieses ein taugliches Bezugssystem
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wire, so muB man K, K, K, hinzufigen. Zu den Kriften
aber, welche das ruhend gedachte zweite System auf das
erste ausitbt, muB man — K, — K,;, — K, hinzufiigen, um
die Krifte zu finden, die es bei seiner vorgeschriebenen
Bewegung auf das erste ausiiben muB, um bei diesem die
gleiche Relativbewegung zu unterhalten.

Sei z. B. der Hohlraum eines GefiBes ein Rotations-
korper mit vertikaler Achse, um welche das Gefif mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit in Drehung begriffen sei. Im
GefiBe soll sich Quecksilber, Wasser und Ol befinden, even-
tuell sollen auch feste Korper darin sein. Vermdge der
Reibung wird ein stationéirer Zustand erst eintreten, wenn
alle Flissigkeiten und feste Korper weder untereinander
noch gegen das rotierende Gefdf mehr eine Relativhewegung
haben. Das betreffende Gleichgewicht kann genau so be-
rechnet werden, als ob das GefiB samt seinem Inhalte
ruhen wiirde, aber auf jedes Massenteilchen des letzteren
auBer der Schwere noch die entsprechende Zentrifugalkraft
wirken wiirde. Dadurch wird auch auf die Gefifwand im
ruhenden GefiBe derselbe Druck erzeugt, welcher im be-
wegten GefiBe unter dem Einflusse der Schwere allein herrscht.

Ebenso kann das Gleichgewicht eines an einem Faden
aufgehiingten schweren Korpers, der in gleichférmiger Rotation
begriffen ist, genau so gefunden werden, als ob derselbe ruhte
und auf jeden Punkt desselben auBer der Schwere noch die
Zentrifugalkraft wirkte. Vom Widerstande der nur teilweise
mitrotierenden Luft ist dabei natiirlich abgesehen. Damit
dieser nicht stéren wiirde, miiBte der Aufhiingefaden samt
der umgebenden Luft in einem mit gleicher Geschwindigkeit
rotierenden GefiBe eingeschlossen sein.

Wenn ein schwerer Korper irgendwo auf der Erde an
einer unausdehnsamen oder elastischen Schnur aufgehiingt
ist und relativ gegen die Erde ruht, so verhilt er sich genau
80, als ob er samt der Erde ruhte und auBer der Anziehung
der Erde und der Spannung der Schnur noch die Zentri-
fugalkraft infolge der Achsendrehung der Erde auf ihn
wirkte. Die Schnur nimmt also die Richtung der Resul-
tierenden aus der wirklichen Anziehung der Erde auf den
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und Bergen, senkrecht auf dieser Richtung steht, vielleicht
weil dieser zu einer Zeit, wo die Erde schon nahezu die-
selbe Umdrehungsgeschwindigkeit hatte, fliissig war, vielleicht
auch, weil er noch immer geniigend verschiebbar ist, um
in so langer Zeit die entsprechende Gestalt anzunehmen.
Es ist daher die Erde keine Kugel, sondern nahezu ein an
den Polen abgeplattetes Rotationsellipsoid.

§ 83. Wiedereinfihrung rechtwinkliger Koordinaten.

Wir wollen zunichst in den Gleichungen 439) wieder
die rechtwinkligen Koordinaten einfithren, welche sich auf
die Achsen OX, OY, OZ beziehen, von denen wir schon zu
Anfang des § 80 Gebrauch gemacht hatten. Wir konnen
dies am leichtesten, wenn wir bedenken, daB die Bewegung
genau 8o vor sich geht als ob sie relativ gegen ein taug-
liches Bezugssystem geschihe, wenn wir zu den tatsichlich
auf m wirkenden Kriiften, deren Resultierende in den Rich-
tungen der drei Koordinatenachsen OX, OY, 0Z die
Komponenten X, Y, Z haben soll, noch die drei Krifte
K,, K,, K, hinzufiigen, welche alle in der Richtung 02
die Komponente Null haben. Da K, die Richtung von
r hat, so sind mw?z und mw?®y seine Komponenten
in den Richtungen OX und OY. Da ferner die Kraft
K,=mrdo[dt auf r senkrecht steht und nach der
frither angegebenen Regel in dem Sinne wirkt, in dem w
wachst, so daB wenn dw/d¢ und die Koordinaten des mate-
riellen Punktes m positiv sind, ihre z-Komponente positiv,
ihre y-Komponente aber negativ ist, so sind: mydw/dt,
—mzdo/dt ihre Komponenten in den Richtungen 0X
und OY. Da endlich K; senkrecht auf der mit p bezeich-
neten Geschwindigkeit steht und fiir positive Werte von
dz[dt und dy/dt in der z-Richtung eine positive, in der
y-Richtung eine negative Komponente hat, so sind 2m wdy/d:
und —2mwdz/dt seine Komponenten in den Richtungen
OX und OY. Fiigen wir alle diese Kriifte den tatsichlich
auf m wirkenden Kriften X, ¥, Z bei, so erhalten wir die
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ewdhnlichen Bewegungsgleichungen, welche nach Division
arch m folgendermaBen lauten:

ar = mXt etz ty g + 2055,

a* 1 d d
) | gE=mTtety—agr 205

&z 1

= m?

iehr leicht findet man diese Gleichungen direkt mit Hilfe
er Lagrangeschen Gleichungen fiir generalisierte Koordi-
aten. Man kann offenbar die Koordinaten z, y, z der
fasse m relativ gegen das rotierende Koordinatensystem
Is Variable betrachten, welche dessen Position zu jeder
#it eindeutig bestimmen und daher Langranges Glei-
hungen anwenden, in denen z, y, % fiir p,, p,, py ... zu
etzen ist. Aus den (Hleichungen 437) folgt:

2, =2 cosw— y'sinw — zwsinw — ywcosw,
Y, =2 sinw+ y' cosw + zwcosw — ywsinw.

Jie lebendige Kraft der Masse m ist
/8
T %(z’f+y’f+x'f)=m[%+_x‘+

+@ 4+ 5 + @y — yw’)w] :

araus folgt

r T 9

= =m@z+oy), ”3"!7':"”'("”?/_0’“{)’ 6—x=0’

r ' aT , 8T ,
> =mE —wy), 3y =m(y + o), a0 =M%

® Substitution dieser Werte in die Lagrangeschen
8ichungen, welche in diesem Falle lauten

d ar arT
W(W)—*“ax =X

't zwei analogen fiir die y- und z-Achse liefert sofort die
‘eichungen 441).
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Es ist dies ein Beispiel fir die Anwendung generali-
sierter Koordinaten, welche die Zeit explizit enthalten, ves-
halb auch die lebendige Kraft T hier eine inhomogeme
quadratische Funktion der «/, 3/, %" ist.

§ 84. Grundgleichungen fiir die Bewegung eines schweren
Korpers relativ gegen die rotierejde Erde.

Wir wollen nun in Kiirze eines der wichtigsten Pro-
bleme der Relativhewegung behandeln, nimlich das der Be-
wegung eines schweren Korpers relativ gegen die in Drehung
begriffene Erde. Wir betrachten bloB die Bewegung eines
schweren materiellen Punktes von der Masse m relativ gegen
die Erde. :

Es sei N der Nordpol der Erde, 4 der auf der nordlichen
Hemisphire gelegene Punkt, wo sich der materielle Punkt m
zu Anfang der Zeit befand. Wir ziehen durch 4 ein recht-
winkliges Koordinatensystem. Die A4{-Achse ist der Rich-
tung der scheinbaren Schwere im Punkte 4 entgegengesetzt.
Die negative 4 {-Achse schneidet die Erdachse im Punkte O.
Den Winkel N O 4 bezeichnen wir mit 90 — g, so daB s die
geographische Breite von 4 ist. Die A7-Achse ist im
Punkte A siidlich, die A4 §-Achse westlich gerichtet. Die
Normale vom Punkte 4 auf die Erdachse habe den FuB-
punkt O, A4 sei ihre Verlingerung fiber 4 hinaus. So-
wohl der Punkt 4 als auch die Achsen 4§, A9, A{ sind
wihrend der Drehung der Erde fest mit dieser verbunden.

Zu irgend einer Zeit ¢ habe der Punkt m die Koordi-
naten §, 9, £ beziiglich dieses Koordinatensystems. ¢ sei seine
Geschwindigkeit relativ gegen die Erde, u = %, v= -g—'t’,
w = % deren Komponenten beziiglich derselben Koordi-
natenachsen. =, H, Z seien die Komponenten der Gesamt-
kraft mit EinschluB der Zentrifugalkraft, welche auf m wirkt,
in den Koordinatenrichtungen, so daB also, wenn nur die
Anziehung der Erde wirken wiirde, im Punkte A4 selbst
= =H =0, —Z gleich dem scheinbaren Gewichte mg der

)
!
)
|
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Masse m wire, wenn g die scheinbare Beschleunigung der
Schwere in 4 ist.

Wir konnen die fiir ruhende Koérper geltenden Glei-
chungen der Mechanik anwenden, wenn wir den Kriften
Z, H, Z noch die Coriolissche Kraft beifiigen. Man be-
weist leicht, daB die Resultierende der durch mehrere Ge-
schwindigkeiten geweckten Coriolisschen Krifte gleich der
durch die Resultierende jener Geschwindigkeiten geweckten
Coriolisschen Kraft ist.

Die durch die Geschwindigkeitskomponente » geweckte
Coriolissche Kraft hat die Intensitit 2mu @ und steht
anf » senkrecht in einer zur Erdachse normalen Ebene. Sie
hat die Richtung 4 O, da diese durch die Erddrehung auf
kiirzestem Wege in die positive A4 §-Richtung iibergehrt.
o ist die Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung. Die
Komponenten der durch » geweckten Coriolisschen Kraft
in den Richtungen 4§, 47, A{ sind also Null, —2muwsinsg,
—2muwcos s

Um die durch die Geschwindigkeitskomponenten » und
w geweckten Coriolisschen Krifte zu finden, miissen wir
diese beiden Geeschwindigkeitskomponenten auf eine zur Erd-
achse senkrechte Ebene projizieren. Die Projektionen sind
vsins und wcose und haben beide die Richtung 4 4. Die
durch sie geweckten Coriolisschen Krifte haben daher
beide die Richtung A% und sind 2mwwvsine bezw. 2mmwcose.

Fiigen wir alle diese Coriolisschen Kriifte den Kriften
=, H, Z bei, so erhalten wir die Bewegungsgleichungen:

du 1 - .

= m=t 2o (vsin & + wcos &),
442) 2 — IH-20usine,

dw 1

7{"7;2—2“’“‘”“'

Man pflegt diese Gleichungen gewdhnlich auf einem anderen
Wege abzuleiten. Man wihlt zuerst O als Koordinaten-
ursprung, ON als positive z-Achse und legt die y-Achse
durch O in den geographischen Meridian des Ortes 4. Sind
Boltsmann, Mechanik IT. 21
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z, y, » die Koordinaten des Punktes m zur Zeit ¢ beztiglic—2X%
dieses Koordinatensystems, so gelten fir z, y, z die Gles &
chungen 441). In diese Gleichungen werden dann &, 7, <
durch . Koordinatentransformation eingefihrt. Die Transfo—s—
mationsgleichungen sind, wie man leicht sieht, die folgendexrm

=z, n=ysin'a—-x coss, (=ycose+ x8ing— O~ .
443) ! y=nsins+({+ O4)coss, z=—ncoss+(5+ 0A4)sin & .
==X, H=Ysine—Zcoss, Z=2Ycoss+ Zsins.

Es folgen wieder die Gleichungen 442).

Man hat hierbei einen Vorteil. Die Gravitationswirkur» &
der Erde auf m hat jedenfalls eine Kraftfunktion ¢, welchhe
mit geniigender Anniherung als Funktion von z und
V2® + y* betrachtet werden kann. Wirkt daher nur die
Schwere, so sind X, Y, Z die negativen partiellen Ab-
leitungen 443) von ¢ = ¢ — "‘T"” (z? + y® nach den Koordi-
naten.

Um — =, —H, —Z zu erhalten aber braucht man
bloB in diesen Ausdruck §, %, { fir z, y, ¥ einzufihren
und dann nach §, 7, ¢ partiell zu differenzieren.

Man erhilt so ganz allgemein die Gleichungen:

_‘;_':.—_%(E'_%-'g-) + 2 o (v8in & + w cosé),
d 1 , ‘] .
444) d_';=7( _T';’)_musma,
dw_ 1 7 61,0
—t-—%( ——82-)—203140033,

wobei die v enthaltenden Glieder die Wirkung der Schwere
und Zentrifugalkraft darstellen, =/, H, Z' aber sind die
Komponenten der Krifte, welche etwa sonst noch auf die
Masse m wirken,

Es 1aBt sich aber die Funktion 9 doch nur angenihert

ermitteln und wir werden mit der Gleichungen 442) aus-
kommen.
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§ 85. Beispiele.

Es moge sich der Punkt m nur wenig von seiner Aus-
gangsstelle 4 entfernen. Da daselbst die 4 {-Achse der
S8cheinbaren Schwere entgegengerichtet ist, so ist dort, wenn
nur die Schwere wirkt, ==H =0, Z=—mg. In un-
mittelbarer Nihe von 4 hat man daher die Gleichungen:

% =2 w(vsins + wcoss),
445) 40 2wusins,

at

dw

5t =—g—2wucoss.

1. Schup nach Siiden. Der Punkt m habe zu Anfang
«®ine sehr groBe horizontale siidlich gerichtete Geschwindig-
Xeit ». Aus der ersten der Gleichungen 445) folgt, daB er
allmihlich dazu eine westliche Geeschwindigkeit w=2wm¢vsins
erhilt. Er weicht also westlich ab. Erst wenn » groBer
geworden ist, wirkt es wieder auf », und wenn die Vertikal-
‘bewegung linger gedauert hat, wirkt auch sie auf »; das
erste, was man bemerkt, ist aber die westliche Abweichung.
Da ihre Geschwindigkeit « der Zeit proportional ist, so ist
die Westverschiebung § = w t?vsin¢ dem Quadrate der Zeit
proportional.

Ebenso erfihrt ein westlich geworfener Korper eine
Norddeviation, ein nérdlich geworfener eine Ost- und ein
ostlich geworfener eine Siiddeviation. Man sagt der siidlich
geworfene Koérper kommt in Gegenden, wo die absolute
dstliche Geschwindigkeit der Punkte der Erdoberfliche in-
folge der Erdrotation grioBer ist, bleibt also westlich zuriick,
‘wogegen ein nordlich geworfener Korper ostlich der darunter
befindlichen Erdoberfliche voraneilt.

Ein nach West geworfener Korper aber bewegt sich
absolut im Raume in der durch den im Raume fix gedachten
Punkt 4 gehenden Vertikalebene. Geht dagegen der Punkt
mit der Erde mit, so dreht sich die durch 4 gehende

LI
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Vertikalebene, und zwar ihre westliche Hilfte nach Siid, == ©
daB die alte Vertikalebene nach Nord davon abweicht.

2. Benzenbergs Fullversuche. Der Punkt m falle ohr—m €
Anfangsgeschwindigkeit frei. KEs ist in erster Anniherunge=s :

w=—gt, u=—wgticoss, §=—%gt’cosa.

Der Korper fallt also nicht in der Vertikalen (der Richturm £
eines durch einen ruhenden schweren Korper gespannte=m
Fadens), sondern weicht dstlich ab und es ist der Absolu ®&-—
wert der Deviation der dritten Potenz der Fallzeit propom——
tional. KEs wire leicht, die Anniherung weiter zu treibe=m
und die Glieder mit w?® zu berechnen, doch erscheint die=s
nicht notwendig.

8. Foucaulis Pendel. Wenn ein langes Pendel nur kleirm e
Exkursionswinkel beschreibt, so kann man es mit gentigend &1
Anngherung als einen materiellen Punkt betrachten, welcher
gich in der £ #n-Ebene bewegt und auf den immer eine gege=n
dessen Ruhelage 4 wirkende und der Entfernung von desxr-
selben proportionale Kraft wirkt. KEs ist also in den Glezi-
chungen 442) zu setzen w =0, = =—ma®§, H=—ma® 2.
Diese verwandeln sich daher in

d’_f_ =_02§+2b%’

i
@ d
T =—1—20 di’

wobel b = wsine.
Das allgemeine Integral ist

§=Acos(n, t + B) + Ccos(n, ¢ + D),

n=Asin(n ¢t + B) — Csin(n, ¢ + D),
wobei

ny = Ya?+ b —b, n, =VYa®+ b2 + b,
oder da b klein gegen a ist

n=a—b, mny=a+b.

U w
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e einfachste partikulire Losung ist

& =A[cos(a — )¢t + cos(a+ b)f]= 2Acosbtcosat,

2= A[sin (@ — b)¢t —sin (@ + b){] =— 2 4sinbicosat.
Das Pendel schwingt daher anfangs westdstlich nach

r Zeit % = — " nordstidlich, d.h. die Westelongation

2wsinsg

. kontinuierlich in eine Nordelongation iibergegangen usw.
le Schwingungsebene dreht sich in der Zeit 24 Stunden
al sin & um 360° der Erddrehung entgegengesetzt, also
nau so, als ob die Lage der Schwingungsebene im Raume
: wére und sich die Erde mit der Winkelgeschwindigkeit
sin ¢ darunter hinwegdrehen wiirde, was die Komponente
rer Winkelgeschwindigkeit um die Vertikale des Punktes 4
3 Achse ist. Doch geschieht die Bewegung nur, wenn 4
ner der Pole der Erde ist, exakt in dieser Weise. Fiir
le anderen Lagen bewirken die durch die Vertikalbewegung
8 Pendels verursachten Deviationen kleine Abweichungen,
tlche wir mit diesen Vertikalbewegungen vernachlissigt
ben.

§ 86. Bewegung auf einer Niveaufliche der
scheinbaren Schwere.

Da die Schwere groB ist gegeniiber der Coriolisschen
‘aft, so werden, wenn sich die Masse m weit bewegt,
erst die Stérungen bemerkbar sein, welche dadurch ent-
then, daB die Schwere in Richtung und GriBe variiert.
t der Punkt m gezwungen, sich auf einer Niveaufliche
T scheinbaren Schwere zu bewegen, so wird aber diese
irch den Gegendruck, welcher ihn hierzu zwingt, immer
ifgehoben. Dann kann man also mit groBerer Anngherung
8 sonst die Bahn des Beweglichen aus den Gleichungen 442)
rechnen, ohne daB man die Funktionen ¢ und 1 zu kennen
'aucht.

Es soll auBer der scheinbaren Schwere und der Kraft,
elche den Punkt m zwingt, auf einer Niveaufliche derselben
1 bleiben, keine Kraft wirken. Dann erhilt man so lange
ie Niveaufliche, als eben (mit der £7-Ebene zusammen-
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Gleichungen zum Ziele. Wir bezeichnen, wie in § 26 die
Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes 22 des zweiten
Systems in den Richtungen Q¢&, 29, 2f, welche augen-
blicklich die beweglichen Koordinatenachsen haben, mit
w, v, w; ferner die Komponenten der augenblicklichen
Winkelgeschwindigkeit des zweiten Systems, also auch des
beweglichen Koordinatensystems in denselben Richtungen
Q& Q7 und 2f mit 4, x, v. Wenn dann ein Pankt mit
den Koordinaten §, %, ¢ beziiglich des beweglichen Koordi-
natensystems fest mit diesem verbunden wiare, so daB &, 5, {
mit der Zeit unverinderlich wiiren, so wiren dessen Ge-
schwindigkeitskomponenten in den Richtungen 2§, 97 und
¢ nach den Gleichungen 156)

446) wu+tpul—ovy, v+vE—AL, w4+ iAn—pé.

Wir konnen uns die Bewegung des zweiten Systems
und damit die des beweglichen Koordinatensystems dadurch
gegeben denken, daB uns dessen Anfangslage und die Werte
von %, v, w, A, u, ¥ zu jeder Zeit gegeben sind. Ist die
Bewegung des zweiten Systems irgendwie anders gegeben,
80 konnen doch daraus die Werte dieser sechs GroBen fiir
jede Zeit berechnet werden. Die Koordinaten &, 7, ¢ irgend
eines Massenteilchens m des ersten Systems beziiglich des
beweglichen Koordinatensystems sind im allgemeinen nicht
mit der Zeit unverinderlich. Thre Differentialquotienten
nach der Zeit seien &, 7, {. Wir finden daher die Gesamt-
komponenten der Geschwindigkeit des Massenteilchens m in
den Richtungen, welche 2§, 27 und 2¢ augenblicklich
haben, indem wir zu den drei Ausdriicken 446) noch & bezw.
7 und ¢ addieren. Diese drei gesamten Geschwindigkeits-
komponenten des Massenteilchens  sind also

§I+u+l";—'”"7’ 1]'+’l)+’1’§—2'§, C'+w+)'ﬂ_”§’

und die augenblickliche lebendige Kraft des Massenteil-
chens m ist

T=5[E +utpl—vap+
+@+o+vE -2+ E+w+ ig—pd]
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Bezeichnen wir also mit = die Kraft, welche in der Rich-
tmg QF auf das Bewegliche wirkt, so ist die auf die
‘Abszissenrichtung beziigliche Gleichung:

d (a_T) aT
at \8¥) — 9F ~

oder nach Substitution des Wertes fir 7

rEturpl—vn—
=v( +o+ri—-A)—pC+wtin—pf=
v +9)—pE+w)+E@+ p? + ) —AAE+pn+20).

Die auf die beiden anderen Koordinatenachsen beziiglichen
Gleichungen entstehen daraus durch ayklische Vertauschung.

Es wire leicht, Gleichungen abzuleiten, in denen andere
zur Bestimmung der Bewegung des zweiten Systems dienende
Variable vorkommen, z. B. die Komponenten der Geschwindig-
keit von 2 und der Rotationsgeschwindigkeit in den Rich-
tungen der fixen Koordinatenachsen, sowie die verschiedenen
Zusatz- bezw. Reduktionskrifte geometrisch zu diskutieren.
Doch will ich hierauf nicht niher eingehen, da diese allge-
meinen Gleichungen bisher keine Anwendung gefunden haben.
Es sei nur noch bemerkt, daB, wenn man die augenblick-
liche Winkelgeschwindigkeit eines starren Systems in Kom-
Ponenten zerlegt, zwar die wirkliche augenblickliche Ge-
8chwindigkeit jedes Punktes die Superposition der Ge-
8chwindigkeiten ist, die er infolge der Komponenten hitte,
dies aber keineswegs von den Beschleunigungen gilt, die ja
aus unendlich kleinen zweiter Ordnung folgen und unend-
lich Kleines zweiter Ordnung wurde beim Beweise des Satzes
Yon der Zusammensetzung der Drehungen vernachlissigt.
Deshalb sind auch die Zusitze, Reduktions- und Fihrungs-
h’iifte, welche wegen einer Rotation des Bezugssystems an-
Zubringen sind, keineswegs einfach die Superposition der-
Jemigen, welche infolge jeder der Komponenten der Rotation
40zubringen wiren, wenn diese allein vorhanden wiire.
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§ 88. Das Trigheitsgesets.

Wir wollen nun zum Schlusse auf eine fundamentale==
Schwierigkeit zuriickkommen, welche sich in den einfachsten
Grundgesetzen der Mechanik findet, namlich auf die Formu-
lierung des Trigheitsgesetzes, wenn man keinen absoluten,
transzendenten Raum einfithren will. Wir sind dieser
Schwierigkeit in der einfachsten Weise aus dem Wege ge-
gangen, indem wir von etwas Wirklichem oder Existierenden
gar nicht sprachen, sondern die Materie durch blofe Ge-
dankenbilder, die materiellen Punkte ersetzten, unbekiimmert
darum, ob dies nicht auch in anderer Weise (z. B. unter
Zugrundelegung eines anderen Koordinatensystems) mit
gleichem Erfolge geschehen kdnne.

Gedankenbilder zau formen, wie wir wollen, kann uns
niemand verwehren und daher auch nicht nebst den mate-
riellen Punkten noch ein Koordinatensystem (das taugliche
Bezugssystem) in dieselben aufzunehmen. Wir nennen diese
Gedankenbilder nur deshalb hinterher wahr, weil sie uns
niitzlich sind, die kiinftigen Erscheinungen (unsere kiinftigen
Empfindungen) moglichst vollstindig und miihelos voraus-
zusagen, d. h. ihnen unsere Willensimpulse anzupassen.

Ein innerer Grund der Behauptung, daB die Gedanken-
bilder, in denen das Bezugssystem vorkommt, nicht exakt
mit der Erfahrung sollten stimmen kdnnen, ist mir nicht
erfindlich. Ich finde im Gegenteile, daB gerade diese Be-
hauptung a priori etwas itber die Erfahrung auszusagen
bestrebt ist, was diese uns nicht frither selbst sagte. Ich
kann daher in dieser Beziehung Mach nicht beipflichten,
welcher, wenn ich ihn recht verstanden habe, daraus, da8
unsere (tedanken nur Beziehungen zwischen den Objekten
darzustellen haben, schlieBt, daB das Triigheitsgesetz nur
durch die Fixsternwelt bestimmt sein konnte. Wire das
hier entwickelte Bild absolut richtig, so wiren eben die
Beziehungen zwischen den Objekten so, daB zu ihrer ein-
fachsten Darstellung im Geist ein solches Bezugssystem
gehorte. DaB der Fixsternhimmel beziiglich dieses Bezugs-
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»Korper % Schon der Name ,Ko6rper* scheint mir so
unpassend, wie mdglich.

Bleiben wir also wieder bei der Annahme, die in diesem
Buche beschriebenen Bilder wiirden die Natur exakt dar-
stellen und die Welt wire endlich. Dann miiBte allerdings
ihre durch ihren Schwerpunkt gehende invariable Achse
beziiglich jedes tauglichen Bezugssystems ihre Richtung
unveriinderlich beibehalten und das gesamte Flichenmoment
der Welt beztiglich derselben miiite konstant sein. Das
hat aber keine andere Bedeutung als die folgende: Gegeben
sind uns nur die relativen Lagen aller Teile der Welt zu
allen Zeiten. Wir konnen sie auf ein beliebiges zu jeder
Zeit wieder beliebig anders gewihltes Koordinatensystem
beziehen und auch je zwei Zeitstrecken nach Belieben gleich -
oder verschieden lang nennen. Aber nur bei einer be-
stimmten Bezeichnung der Zeitstrecken als gleich lang und
nur bei bestimmten zeitlichen Reihenfolgen der Lagen dieser
Koordinatensysteme ist die Bedingung erfiillt, daB die auf
sie bezogenen Verinderungen jedes materiellen Punktes der
Welt die einfachen in diesem Buche dargelegte Gleichungen
der Mechanik erfilllen. Nur wenn dies der Fall ist, nennen
wir die zeitliche Reihenfolge der betreffenden Koordinaten-
systeme ein taugliches Bezugssystem.

Fiir jedes solche taugliche Bezugssysteme nun muB nach
dem Bewiesenen die durch den Schwerpunkt der Welt
gehende Achse, beziiglich welcher die Summe der Flichen-
momente der Welt ein Maximum ist, eine unverinderliche
Lage haben und diese Summe muB selbst eine Konstante
sein. Natiirlich ist dabei noch vorausgesetzt, daB man sich
die Welt iiberhaupt endlich denken will. Es konnten aber
ganz gut die mechanischen Differentialgleichungen fiir eine
solche Reihenfolge von Lagen des Koordinatensystems ihre
einfache Form annehmen, fiir welche das konstante Flichen-
moment der Welt um seine durch den Schwerpunkt gehende
invariable Achse nicht den Wert Null hat, so daB also
gewissermaBen die Welt in Drehung begriffen wire, die
freilich im selben MaBe klein sein miite als die Welt
groB ist.
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schleunigung der Entfernungsinderung je zweier Massen-
teilchen sei hauptsichlich durch die benachbarten Massen,
die Geschwindigkeit dieser Anderung aber durch eine Formel
bestimmt, in welcher die sehr entfernten Massen den Aus-
schlag geben. Dadurch wird natiirlich jede Aufnahme eines
Koordinatensystems in das Bild vermieden, da jetzt nur
von Entfernungen die Rede ist. Freilich fihrt Mach dafir
andere Schwierigkeiten ein, so die Endlichkeit der Welt,
eine Art Fernwirkung auf die allergroBten Distanzen usw.
Diese Schwierigkeiten schienen mir speziell nicht so grob,
wie vielleicht manchem anderen Physiker, sie haben aber
immerhin das MiBliche, daB sie jede erfahrungsmiiBige
Kontrolle fiir alle Zeiten auszuschlieBen scheinen. Auch
die exakte Ableitung des Superpositionsgrinzips durch fort-
wihrende Anwendung der neuen Form des Trigheitsgesetzes
auf den Schwerpunkt der in Wechselwirkung begriffenen

Massen scheint mir nicht unmittelbar auf der Hand zu

liegen. Ferner ist @ f;" " =0 erst eine Gleichung, also

doch nicht der Aussage ganz #quivalent, daB sich ein Punkt
geradlinig und gleichformig bewegt.

Unter allen Umstinden erscheint mir eine derartige
Erweiterung unseres Blickes durch den Hinweis auf die
Moglichkeit, daB das, was uns das Gewisseste und Nahe-
liegendste scheint, vielleicht nur angenihert richtig ist,
hochst wertvoll. Es steht in einer Linie mit dem Hinweise
auf die Moéglichkeit, daB sich die Entfernungen der Fix-
sterne vielleicht nur in einem nichteuklidischen Raume von
enorm geringer Kriitmmung konstruieren lassen, was ja inso-
fern auch mit dem Trigheitsgesetze zusammenhiingt, da8
dann ein bewegter Korper, auf den keine Krifte wirken, in
Aonen an die alte Stelle zuriickkehren miiBte, falls das be-
treffende KriimmungsmaB positiv ist.

In allen diesen Betrachtungen gingen wir von der Vor-
aussetzung der Endlichkeit der ganzen Welt aus. Denkt
man sich die Welt unendlich, so werden Begriffe, wie der
Schwerpunkt, die invariable Achse, die Haupttriigheitsachsen
usw. der Welt vollkommen gegenstandslos. Man miiBte
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dann annehmen, daf das Trigheitsgesetz durch eine Formel
bestimmt wird, nach welcher die naheliegenden Massen von
verschwindenden, die in Siriusweiten befindlichen vom groften,
die noch viel entfernteren Massen aber wieder von ver-
schwindendem EinfluB auf die Formulierung des Triigheits-
gesetzes sind.

Alle Schwierigkeiten bei Formulierung des Trigheits-
gesetzes vermeidet die -elektromagnetische Theorie der
Materie, indem sie annimmt, daB die Maxwellschen Glei-
chungen fiir das Verhalten des Lichtiithers und die Bewegung
der Elektronen in demselben das Primire sind, aus dem
fir letztere das Trigheitsgesetz fiir die Bewegung relativ
gegen den Lichtither und die iibrigen Gesetze der Mechanik
folgen. Fiir die Teilchen des Lichtéithers aber gilt das
Trigheitsgesetz nicht; die Maxwellschen Gleichungen
miiBten so gefaBt werden, daB sie bloB die Wechselwirkung
nebeneinanderliegender Volumelemente bestimmen, zu ihrer
Fassung also kein absoluter Raum erforderlich ist. Eine
Entwicklung dieser gegenwirtig noch ganz unausgearbeiteten
Theorie liegt uns hier ferne.
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Verlag von Johann Lmbrosius Barth in Leipzig.

andbuch der Physik. 2. Auflage. Unter Mitwirkung vieler Fachgenossen
heransgegeben von Prof. Dr. A. Winkelmann in Jena. Lex. 8°

Von dem als Nachschlagewerk bekannten und geschiitzten Hand-
buch kann das Erscheineu einer neuen, 2. Auflage rascher angezeigt
werden, als bei Abschlu§ der 1. Auflage im Jahre 1896 angenommen
worden war, ein Beweis, daf die Grundgedanken, nach denen die Be-
arbeitung stattgefunden hat, richtige waren.

Infolge der lebhaften Entwickelung auf vielen Gebieten der Physik
wird die 2. Auflage in 6 Biinden erscheinen. Die Erscheinungsfolge
der einzelnen Binde ist nicht an die Bandzahl gekniipft.

Bisher erschien :

Band IV: Elektrizitit. 1. Halbband. Lex. 8° [VI, 884 Seiten mit

142 Abbildungen.] 1903. M. 12,—,

Band VI: Optik. 1.Halbband. [VI, 4828. mit 170Abbild.] 1904. M. 14.—.

Dieser Halbband enthilt den Anfang der ,,Theorie der optischen Instrumente nach
be*, die von den Mitarbeitern der Zeif’schen Werkstiitten verfaBt ist. Die Arbeiten
.‘(ilen vielfach umgearbeitet und sind jetzt wohl die vorziiglichste Darstellung auf optischem
diete. :
Da sich gleichzeitig 3 Binde des Handbuchs im Druck befinden, ist ein rasches
<cheinen in Zukunft gew#hrleistet.

Natur und Offenbarung: Nicht nur in den Reihen der Fachphysiker, sondern auch
T Naturwissenschafter, welche sich mit den der Physik verwandten Gebieten befassen,
d die Neubearbeitung des Handbuches der Physik von Winkelmann als eine erfrea-
© Tatsache begriilt werden. Denn seit dem AbschluB, noch mehr aber seit Beginn der
‘en Auflage des vierbindigen Werkes wurden nicht nur in einzelnen Disziplinen um-

de Entdeckungen g ht, dern es sind damals vollkommen neue Gebiete unserer
isenschaft erschlossen worden. Das letztere gilt in besonders hohem Grade von der
ktrizitit und es ist deshalb sehr dankenswert, dal gerade der die Lehre von der Elek-
itat und dem Magnetismus enthaltende Band zuerst erscheint; ihm soll die Optik folgen
|l die fibrigen Binde sollen sich so rasch anschliefen, dal das Werk voraussichtlich im
re 1906 abgeschlossen sein wird.

ELMHOLTZ, H. v., Wissenschaftliche Abhandlungen. 8 Biinde. Mit 2 Portrits
und 8 lithographisch. Tafeln, in Leinen gebunden unbeschnitten M. 58.—
(I. Band VIII, -938 Seiten. 1882. M. 20.—. IIL. Band VIII, 1021 Seiten.

1883. M. 20.—. III. Band XXXIX, 654 Seiten. 1895. M. 18.—.)
Die wissenschaftlichen Arbeiten von Helmholtz sind von betrichtlichem Einfluf auf
1 Entwickelungsgang der theoretischen Physik unserer Zeit gewesen. Durch die Ver-
igung der seiner Zeit als Einzeldrucke oder in verschiedenen wissenschaftlichen Zeit-
riften erschienenen Arbeiten in gleichmiBigem modernen Wiederabdruck werden die-
ben der wissenschaftlichen Welt bequem zuginglich gemacht.

IRCHHOFF, R., Gesammelte Abhandlungen. 8° [VIII, 641 Seiten mit
Portrdt und 2 lithographischen Tafeln.] 1882. Dazu Nachtrag, heraus-
gegeben von L. Bolizmann. [137 Seiten mit 1 Tafel.] 1896. M. 18.60.

AAR, J. ). van, Lehrbuch der mathematischen Chemie. Mit einer Einleitung
von Prof. H. W.Bakhuis-Roozeboom. 8° [IX, 224 8. mit 28 Figuren.]
1901. M. 7.—; geb. M. 8.—

OMMEL, E. von, Lehrbuch der Experimentalphysik. 10. und 11. Auflage,
herausgegeben von Prof. W.Konig. [X, 596 Seiten mit 424 Figuren und
1 Spektraltafel.] 1904. geh. M. 6.40; geb. M. 7.20

Das ,,Lehrbuch der Expcrimentalphysik‘‘, aus den Vortrigen des Verfassers ent-
nden, ist bestrebt, die Grundlehren der Physik, ohne weitliufige mathematische Ent-
‘(kelungen dem heutigen Standpunkte unserer Kenntnisse gemiB allgemeinverstindlich
‘zustellen. So reich die Literatur an Lehrbfichern der Physik ist, war doch ein wirk-
1 brauchbares Puch fiber die ganze Physik unter Berficksichtigung der neuen For-
ungen auf dem Gebicte der Elektrizitit ein Bedirfnis.

JRENTZ, H. A., Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und der An-
fangsgriinde der analytischen Geometrie. Mit besonderer Beriicksichtigung
der Bediirfnisse der Studierenden der Naturwissenschaften. Unter Mit-
wirkung des Verfassers iibersetzt von Prof. Dr. G. C. Schmidt. [VIII,
476 Seiten mit 118 Abbild.] 1900. M. 10.—; geb. M. 11.—

Das vorliegende Lehrbuch 106t rein mathematische Anwendungen mehr in den
itergrund treten, dagegen macht es ausgiebig Gebrauch von Beispielen aus der Mechanik

1 Physik. Es eignet sich vortrefflich zur Einfihrung in dieses Gebiet, namentlich fir
dierende der Physik.

























